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我 们 假定 读者 已 经 具备 初等 微 积分 基础 知识 ， 在 此 
基础 上 ， 本 书 将 着 重 六 明 微 积分 中 的 主要 问题 、 基 本 思 
想 、 重 要 结论 .典型 方法 和 有 关 历 史 . 限 于 篇 幅 , 本 书 只 能 
有 选择 地 对 某 些 最 基本 的 事项 (包括 概念 ,定理 ,证 明 . 技 
巧 等 ) 给 予 详细 介绍 . 至 于 其 余部 分 , 则 希望 读者 能 从 本 
书 的 概略 叙述 中 获得 启发 而 有 所 领悟 

下 面 先 谈 一 点 微 积 分 的 发 展 简 史 ， 以 有 助 于 了 解 它 
的 来 龙 去 脉 . 

微 积 分 又 称 “ 数 学 分 析 ” ,人 们 还 常 简单 地 称 之 为 “分 
析 学 ". 事实 上 ,“ 数 学 分 析 " 是 在 微 积 分 发 展 趋 于 成 熟 时 
期 才 比 较 通 用 的 名 称 . 它 主要 包括 实数 理论 .极限 理论 、 
微分 学 、 积 分 学 和 无 穷 级 数 等 部 分 .微分 学 与 积分 学 是 以 
极限 论 作 为 基础 的 ， 而 极限 论 又 以 实数 理论 为 基础 .所 
以 ,按照 顺序 ,理应 先 谈 实数 理论 ,后 讲 极限 理论 ,再 在 此 
基础 上 展开 微 积 分 学 的 讨论 ， 然 而 ,正如 大 家 所 知道 的 ， 
牛顿 (I. Newton) 和 菏 布 尼 菊 (4G. W. Leibniz ) 大 约 是 在 
17 世纪 70 年代 前 后 就 发 现 了 微 积分 学 基本 定理 ， 由 此 
开创 了 一 门 新 的 数学 ， 可 是 ， 实 数 系 的 逻辑 基础 却 迟 至 
19 世纪 后 叶 才 建立 起 来 , 竟 比 微 积 分 的 发 明 晚 了 整整 丙 
个 世纪 . ET 


大 角 知 道 , 在 数学 的 学 习 过 程 中 ,凭借 直观 去 学 习 运 
算是 容易 的 ， 但 要 学 习 分 析 和 论证 ， 明白 为 什么 可 以 那 
样 去 运算 , 融 比 较 困 难 了 . 微 积 分 学 的 成 长 发 展 过 程 也 是 
这 样 .最 初 , 人 们 (包括 牛顿 和 菜 布 尼 茨 在 内 ) 大 多 是 借助 
于 直观 和 经 验 去 引进 一 系列 计算 法 则 ， 并 用 以 确实 解决 
了 一 系列 实际 应 用 问题 ， 由 此 更 增强 了 对 计算 法 则 正确 
性 的 信念 .至 于 有 关 计 算法 则 赖 以 成 立 的 原理 及 其 论证 ， 
那 就 完成 得 很 晚 了 . 

举例 来 说 ,根据 算术 运算 经 验 和 几何 直观 ,一 般 人 都 
不 会 怀疑 如 下 的 运算 结果 ， 

V2V3=V3.V2=V6. 
但 正如 戴 德 金 (本 W. R. Dedekind) 于 187? 年 发 表 的 落 
作 中 所 说 的 : “回忆 1858 年 讲授 微 积分 课程 时 碰 到 如 上 
的 实数 和 运算， 至 少 直到 那 时 候 还 没有 人 将 它 严 格 证 明 
过 ， 因 为 这 里 出 现 了 无 理 数 运算 为 何 仍然 遵循 算术 运算 
规律 的 问题 . 

谈 到 导数 ( 微 商 ) 的 计算 法 则 ,涉及 到 微分 学 的 基础 ， 
对 此 ,首先 发 难 的 是 18 世纪 著名 的 英国 主教 贝克 菜 (G. 
Perkeley). 他 在 1734 年 出 版 的 《分 析 学 家 》 一 书 中 ， 对 牛 
頼 的 * 流 数 木 " 〈 即 求 导数 方法 ) 进 行 了 一 系列 责难 .其 核 
心 问题 ,就 是 要 否定 导数 算法 的 逻辑 合理 性 . 举例 来 说 ， 
为 求 函数 = が 前 晴 数 . 按 流 数 术 , 先 给 t 添加 一 个 * 流 
量 《〈 无 穷 小 增 量 ) 0, 相应 地 , x 便 誠 だ 変 訪 G+0)*,。 故 
x 获得 的 流量 为 (t+0)2 一 妇 = 27<0+03. 计算 两 者 的 比 
值 ， 
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最 后 ,再 在 所 得 结果 中 把 0 项 爹 掉 . 这 样 便 得 到 牛顿 所 说 
的 “终极 比 '(Ultimate ratio ) ， 

ルー2 ょ 
是 然 ,这 就 是 x 关于 上 的 导数 . 如 采用 莱 布 尼 芯 的 记 法 ， 
也 可 写成 他 =2t. 


贝克 莱 的 实 难 是 这 样 的 ， 首 先 要 问 上 述 算法 中 的 增 
量 0 究竟 是 非 零 量 还 是 真正 零 ? 如 是 非 零 量 , 则 2t+0 
式 中 的 0 就 不 能 合 控 ， 如 果 是 真正 零 , 则 (t+0)? 与 二 无 


异 ， 即 (t+0)*=t*, 因而 所 求 比值 变 为 无 意义 的 号. “总 


之 ,不 论 怎样 看 ,牛顿 的 流 数 算 法 是 不 合 逻 辑 的 .这 就 是 
历史 上 著名 的 “贝克 莱 悖 论 " .当年 ,贝克 某 还 把 牛顿 的 流 
数 ( 即 导数 ) 讯 之 为 “消逝 量 的 鬼魂 ”. 
采用 如 今 一 般 教 科 书 中 的 记 法 ， 牛 顿 的 算法 相当 于 
取 极 限 。 站 
(# エ 4 の テー だ 
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=24+0. 
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这 里 应 该 指出 ,牛顿 本 人 的 概念 思维 其 实 是 十 分 清晰 的 ， 
他 以 物质 运动 (包括 时 间 流 逝 ) 的 连续 变化 量 为 直观 背 
景 , 把 增 量 0 看 成 是 一 个 流动 量 ( 即 变数 ), 它 可 以 从 非 零 
变化 到 真正 零 , 从 而 得 到 他 所 要 求 的 “终极 比 ” .所 谓 终极 
比 ， 即 包 信 有 比值 (变量 ) 跟 车 变化 而 最 终 达 到 极限 的 意 
思 (注意 ,由 于 牛顿 的 流 数 概念 常 以 力学 为 背景 , 故 变量 


三 Jim( 2 + i)= 2 
Ps 


的 变化 过 程 总 能 达到 极限 值 ). 所 以 ,牛顿 的 头脑 里 不 仅 
有 了 变量 概念 ,而 且 还 有 让 变量 变化 到 终极 状态 时 的 “ 极 
限 概念 . 

由 上 所 论 ,可 见 “ 员 克 莱 悖 论 " 之 所 以 出 现 , 并 不 是 由 
于 什么 推理 上 的 粗心 大 意 ， 而 恰恰 是 因为 贝克 莱 之 流 根 
本 上 缺乏 变量 极限 观念 ， 以 致 只 能 从 初等 数学 的 形式 演 
算 上 去 考虑 问题 的 缘故 . 

整个 18 世纪 ,由 于 欧 拉 ( 工 . Euler) 和 拉 格 朗 日 (J. 工 . 
Lagrange) 等 人 作 了 大 量 工作 ， 微 积分 在 各 个 应 用 领域 
(尤其 是 在 力学 科学 中 ) 都 取得 了 辉煌 成 果 . 虽然 出 现 了 
贝克 莱 之 流 对 微分 学 基础 的 攻击 ， 却 丝毫 也 没有 能 动摇 
人 们 对 微 积分 功效 的 信念 . 正如 当年 达 朗 贝尔 (J. LL. 及 . 
D’Alembert) 所 说 的 ,“ 向 前 进 ,你 就 会 产生 信心 1” 

但 是 , 英 基 在 “无 穷 小 分 析 法 "上 的 这 门 新 兴学 科 , 毕 
竞 在 基本 概念 方面 存在 着 许多 模糊 不 清 之 处 . 事实 上， 
“无 穷 小 (又 称 “ 无 限 小 ” ,或 “无 穷 小 量 *) 在 实数 系 中 是 
不 存在 的 ,把 它 当 作 一 般 实数 来 运算 当然 是 缺乏 根据 的 ， 
而 在 当时 的 一 些微 积分 教材 中 ， 却 到 处 借助 于 无 穷 小 去 
推 寻 或 狂想 出 一 些 定 理 和 公式 . 尽管 推导 出 的 结论 常常 
是 对 的 ,但 缺乏 合乎 逻辑 的 证 明 . 

为 了 避免 使 用 无 穷 小 推理 和 当时 还 不 甚 明确 的 极限 
概念 ， 拉 格 朗 日 曾 试 图 把 整个 微 积分 建立 在 “泰勒 (EB. 
Taylor) 展 开 式 "的 基础 上 . 他 先 用 代数 方法 证 明 泰 勒 展 
开 式 ,接着 把 人 x + 有 h) 的 泰勒 展开 式 中 h 的 各 次 宪 的 系 
数 定义 为 函数 的 各 阶 导数 ( 微 商 ) .至 于 不 定 积分 ,内 然 

和 


晤 还 过 导数 的 逆 运 算 来 定义 ， 但 是 ,这 样 一 来 ,考虑 的 函 
数 范 围 太 军 了]， 而 且 不 用 极限 概念 也 无 法 讨论 无 穷 级 数 
的 化 散 性 问题 .所 以 , 拉 格 当日 以 第 级 数 为 工具 的 代数 方 
法, 未 能 解决 分 析 学 的 英 基 问题 . : 

到 了 19 世纪 ,出 现 了 一 批 杰出 数学 家 ， 他 们 积极 为 
微 积分 学 的 重新 葛 基 而 努力 . 首先 要 提 到 捷克 的 哲学 教 
授 布 尔 查 诺 (B.Bolzano) . 他 开始 将 严格 的 论证 引入 数学 
分 析 学 中 . 1816 年 ,他 在 二 项 展开 公式 的 证 明 中 ,明确 地 
提出 了 级 数 的 收敛 性 概念 ， 同时 对 极限 .连续 和 变量 也 有 
较 深 入 的 理解 .特别 是 他 曾 写 出 《无 穷 的 悖 论 》 一 书 , 书 中 
包含 有 许多 真知 灼 见 ,可 惜 直 到 他 去 世 后 两 年 (1850 年 ) 
オ 得 出版 . z 

分 析 学 的 重要 竟 基 人 ， 公认 是 法 国 的 多 产 数 学 家 柯 
西 (A. 工 . Cauchy). 他 在 1821~1923 年 闻 出 版 的 《分 配 
教程 和 《无 穷 小 计算 讲义 》， 堪 称 数学 史上 上 划时代 的 着 
作 . 在 那里 ， 他 给 出 了 分 析 学 一 系列 基本 概念 的 精确 定 
义 . 例 如 ,他 给 出 了 精确 的 极限 定义 ,并 把 函数 连续 性 ,号 
数 . 微 分 .积分 ,无 穷 级 数 收敛 性 等 重要 概念 ,都 建立 在 较 
坚实 的 基础 上 . 对 此 ， 当年 挪威 杰出 的 青年 数学 家 阿 内 
尔 (N. H. Abel) ,在 他 1826 年 关于 二 项 展开 式 的 论文 中 
曾 如 此 赞扬 了 柯 西 的 成 就 “每 一 个 在 数学 研究 中 到 欢 广 
密 性 的 人 ， 都 应 该 读 这 本 杰出 的 著作 一 一 《分 析 教 程 》. 
柯 西 的 重要 贡献 ， 就 是 抛弃 了 网 拉 坚 持 的 函数 的 显 式 表 
示 以 及 拉 格 朗 日 的 形式 寡 级 数 ， 而 引进 了 处 理 函 数 的 新 
概念 . 
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分 析 学 的 进一步 严密 化 的 工作 ， 是 由 一 位 大 器 晚 成 
的 数学 家 外 尔 斯 特 拉 斯 (K. T. W. Weierstrass) 作出 的 . 
这 是 他 在 1841 一 1856 年 担任 中 学 教师 时 完成 的 工作 .他 
的 这 些 成 果 ， 直 到 1859 年 当 他 成 为 柏林 大 学 的 教师 后 ， 
才 还 渐 为 人 们 所 获知 .他 首先 改善 了 柯 西 关于 极限 概念 
的 描述 性 定义 , 提出 了 免除 直观 的 e-9 和 se-N 陈述 法 . 
这 便 是 今日 数学 分 析 教 科 书 中 普遍 采用 的 极限 表述 法 . 
往 后 , 当 讨 论 极限 理论 时 ,我 们 还 将 回 到 这 个 课题 . 

对 于 各 种 极限 运算 ， 前 先 要 考虑 极限 是 否 总 是 存在 ? 
假如 关于 无 理 数 还 缺乏 精确 概念 ， 而 磁 到 变量 的 极限 不 
是 有 理 数 时 ， 则 极限 已 不 就 成 为 一 个 没有 确切 概念 的 未 
知 対象? 进一步 ,还 可 以 提出 “极限 运算 可 否 在 实数 系 中 
畅行 无 阻 ”的 问题 ， 这 些 都 归结 为 实数 系 的 “完备 性 问 
题 . 

首要 的 问题 是 无 理 数 如 何 严格 定义 ， 以 及 如 何 证 明 
它们 也 适合 一 般 运 算 规 律 ， 于 是 ， 数 学 分 析 的 最 终 芮 基 
便 归 结 到 建立 严格 的 实数 系 理论 .这 一 历史 任务 是 在 柯 
四 授 世 后 十 余年 , 才 由 戴 德 金 、. 康 托 尔 (G. Cantor) . 海 涅 
(H. E. Heine)、 外 尔 斯 特 拉 斯 等 人 不 约 而 同 地 完成 的 . 
他 们 采取 的 途径 各 不 相同 ， 而 有 关 著 作 竞 在 同一 年 ( 即 
1872 年 ) 发 表 , 这 也 是 数学 史上 的 一 个 巧合 . 

数学 分 析 发 展 到 20 世纪 , 已 经 像 棵 老 树 那 样 , 产生 
了 许多 粗壮 高 大 的 新 分 支 .特别 是 实 变 函 数论 (包括 测度 
论 与 积分 论 ) 成 为 经 典 分 析 学 的 直接 延伸 . 还 应 该 提 到 的 
是 ,由 阿 伯 拉 罕 。 和 鲁 滨 生 (Abrahm Robinson) 在 60 年 代 
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创始 的 “ 非 标准 分 析 学 ? .这 是 把 久 已 废 由 的 莱 布 尼 茨 的 
无 穷 小 分 析 法 在 名 新 的 馆 辑 基础 上 重新 复活 起 来 的 新 兴 
学 科 . 现 代数 理 逻 辑 学 家 非常 重视 这 一 巨大 成 就 .例如 ， 
不 久 前 故 世 的 权威 人 物 哥 德尔 (K. G6del) 就 曾 说 过 “不 
论 从 哪 一 方面 看 ， 非 标准 分 析 将 会 成 为 未 来 的 数学 分 
析 ." 我 们 也 同意 这 一 观点 ,相信 非 标 准 分 析 的 巨大 功效 ， 
必 将 在 今后 充分 显示 出 来 .后 面 (本 书 第 65 页 ) 将 对 这 一 
学 科 的 思想 方法 和 基本 结果 作 一 简要 介绍 . 


一 .实数 理论 


关于 实数 的 构造 ,已 有 三 大 派 理论 (也 就 是 有 三 种 构 
造 方法 ) , 即 戴 德 金 的 “分 划 ', 康 托 尔 - 海 涅 的 “基本 序列 
和 外 尔 斯 特 拉 斯 的 *' 有 界 单调 序列 ' .这 三 种 构造 方法 的 
共同 点 ， 都 是 利用 有 理 数 的 某 些 集合 来 定义 无 理 数 . 当 
钛 ,这 是 符合 逻辑 学 上 的 “定义 规则 : 的 , 即 : 凡 是 新 概念 ， 
都 必须 根据 已 知 概念 来 定义 . 

1. 人 有理 数 集 送 起 

有理 数 集 Q 有 一 个 重要 性 质 , 叫 作 “ 称 密 性 " , 是 指 ， 
对 于 两 个 有 理 数 ri.7s, 不 管 如 何 相 接近 ( 即 |r: -rs| 不 论 
如 何 小 ) ,在 它们 之 间 总 有 另 一 个 有 理 数 rm， 例如 取 ma = 


于 (ra +7 即 是 . 当然 ,在 rr、ra 之 间 和 rs,rs 之 同 ;还 分 


别 有 另 外 的 有 理 数 . 如 此 类 推 ., 可 知 ね 与 fs 之 闻 存 在 
ナ 


着 无 穷 多 个 有 理 数 . 

在 数 轴 上 ,以 有 理 数 为 坐标 的 点 (位 置 点 ), 叫 做 有 理 
点 .于 是 , 数 集 Q 对 应 于 数 轴 上 的 有 理 点 集 . 既 然 点 和 数 
一 一 对 应 , 即 可 用 点 代表 数 , 用 数 表 示 点 , 故 在 数 轴 上 谈 
论 问题 时 ， 分 析 学 上 就 常常 习惯 地 将 “点 ' 和 ' 数 ' 两 个 名 
词 混 用 不 分 . 

Q 的 稠 客 性 ， 在 数 轴 ( 坐 标点 组 成 的 直线 ) 上 即 表现 
为 有 理 点 集 的 稠密 性 . 今后 ,也 同样 用 Q 表示 有理 点 集 . 
设 TEQ@， 则 由 稠密 性 可 知 ， 总 存在 有 理 点 列 r, EQ (其 
中 れ ニ 1。2。3。…) 以 7 为 极限 , 即 Hmr, =r, 也 即 Hml テ ー 
r.| =0. 这 表明 有 理 点 列 之 间 的 距离 可 以 缩 成 零 . 由 此 可 
知 , 有 理 点 与 有 理 点 之 间 不 可 能 存在 着 大 于 有 零 的 “最 小 间 
距 .同样 ,也 可 以 说 ,任何 有 理 点 7 附近 都 不 存在 与 
最 近 的 而 又 异 于 r 的 有理 点 . 

众所周知 ， 单 位 正方 形 的 对 角 线 是 长 度 为 v2 的 线 
段 , 面 2 并 不 是 一 个 有 理 数 . 证 明 这 一 点 是 不 难 的 ,可 


用 反 证 法 :假设 3 = ， peEZ,,gEZ,, 并 设 D 与 9g 互 


素 ( 即 了 与 4 不 再 存在 大 于 1 的 公 因 子 )3 两 边 取 平方 ,可 
得 2 の 7 = ,因此 DP 为 偶数 ,可 记 成 p=2s, 而 SEZ 再 代 
入 原 式 ,得 29”= 43: ,也 即 9*=2s*， 故 9 又 必 为 偶数 ;于 
是 ,p 和 9 都 有 2 的 公 因 子 .了 矛盾. 

设想 我 们 和 证 希腊 的 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras) 一 
样 ， 头 脑 中 只 有 有 理 数 概念 ， 而 根本 不 知道 无 理 数 为 何 
物 .这 时 ,我 们 心目 中 的 数 轴 ( 直 线 ) 上 就 只 有 坐标 为 有 理 
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数 的 有 理 点 .于 是 , 以 原点 O 为 心 ,以 长 为 V2 的 线段 为 
半径 画 圆 ， 在 数 轴 上 就 截 不 出 有 坐标 值 的 交点 了 . 换 言 
之 , 圆 的 张 线 将 在 有 理 点 集 的 “ 隙 颖 ' 中 穿 过 去 ,因而 根本 
得 不 到 交点 . 

所 以 ,如 果 不 把 有 理 点 集 间 的 队 缝 填补 起 来 ,甚至 连 
平面 几何 作 图 过 程 中 “截取 交点 ”一 事 有 时 都 会 遇 到 麻 
烦 . 更 何况 在 分 析 学 中 有 理 点 列 的 极限 有 时 还 可 能 不 是 
有 理 点 .因此 ,无 理 数 的 概念 非 引 进 不 可 .顺便 提 到 ,在 古 
代 , 当 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 门徒 发 现 无 理 数 V 2 时 , 曾 引起 
了 震动 ,造成 了 数学 史上 所 谓 的 第 一 次 危机 . 

2. 戴 徳 金 分 基 

戴 德 金 引 出 分 划 概 念 的 想法 ， 是 从 分 析 2 的 定义 
方式 得 来 的 .他 的 原始 思想 也 多 少 受 到 了 欧 几 里 得 (Euc- 
lid)《 几 何 康 本 》 中 关于 “不 可 公 度 比 ' 处 理 方法 的 启发 . 

由 上 上 段 所 论 , 已 知 v 2《Q. 不 难 找到 有 理 点 序列 r。 
< ンジ 2 和 r“>vw 2( 其 中 n=1,2,3,…), 使 得 根据 Q 的 
稠密 性 能 有 lim(r, -+,) =0. 于 是 , 从 直观 上 看 ,可 以 认 
为 2 恰好 成 为 两 个 有 理 点 集 {7,} 与 人 72} 的 分 期 点 (或 
“ 隙 颖 )， 但 是 ,我 们 尚 不 知 无 理 数 2 为 何 物 ， 又 如 何 
能 选取 7。 使 与 v2 作 比 较 嘱 ? 这 问题 倒 不 难 回 答 , 因 为 
我 们 总 可 以 选取 了?,《Q, 使 r;<2. 同 理 ,可 选取 rcQ， 
使 ">2. 

满足 上 述 条 件 的 点 集 ( 序 列 ){7,} 与 {7%} 显 然 是 非常 
多 的 .为 了 避免 特殊 性 和 不 确定 性 ,最 好 的 办 法 就 是 直接 
利用 点 集 Q 本 身 作 成 的 二 分 法 .例如 ,我 们 可 以 把 Q 分 


ッ 


异 成 ' 左 半 集 ' 4 与 4 右 半 集 : A/， 
4= ィ 7lyQ, 当 タン 0 时 7*:<2)，, 
A’={7'|7 EQ, 当 7Y’>0 时 7 >2). 
当然 ,AUA’=Q, 且 ANA’= 儿 .这样 一 来 ,v2 便 对 应 
于 与 A’ 两 者 的 分 划 点 (分 界 处 ), 可 记 为 (A|A). 
局 理 ,无 理 数 v 3 可 以 用 分 划 (B|B') 来 定义 , 而 B 
写 B' 的 定义 是 
B={7rir€Q, 当 7>0 时 +<3}，, 
B =r|r EQ, 当 r>0 时 7 >3)., 
再 例如 , 目 然 对 数 底 e= Hm 十 二 上 = ク 2.7182818 … 
也 是 无 理 数 ,可 用 分 划 (E|E') 来 界定 ,其 中 
=1zlgeQ, eS(1+ テ ) , keZ+ 1 
=QNZ 
这 里 仍然 有 EUE’=Q, ENE'’= 8%. 
综 上 所 述 , 便 可 总 结 出 普遍 的 分 划 概 念 , 设 和 与 久 / 
为 有 理 数 集 Q 的 两 个 非 空 子 集 , 满 足 如 下 三 个 条 件 
(了 ) 凡 XX 中 的 有 理 数 , 均 比 X’ 中 的 有 理 数 为 小 ， 
(ii) X 与 XX' 的 并 集 为 Q, 即 Q=XUX'， 
“”《 诞 ) X 中 无 最 大 数 ， 即 , 如 果 FEX， 则 必 还 有 mm 
< 及 ,而 FF<r 
这 样 , 与 X' 便 做 成 一 个 戴 德 金 分 划 ( 和 1X'7， 它 
代表 一 个 实数 .( 或 者 干脆 说 ,“ 分 划 就 是 实数 ”.) 
注意 上 述 条件 〔 道 )， 只 是 要 求 左 半 集 X 伍 无 最 大 
数 ,但 右 半 集 X'=Q、X 却 可 能 包含 最 小 数 ， 那 个 最 小 


数 当然 也 是 有 理 数 . 此 时 ,分 划 (X|X) 就 代表 那个 有 理 
数 . 为 一 可 能 情况 是 , 右 半 集 X’ 也 不 含 最 小 数 . 此 时 ,分 
划 (XiX’) 便 是 一 个 无 理 数 . | 
这 样 ， 戴 德 金 便 完成 了 利用 有 理 数 来 定义 无 理 数 的 
工作 . 「 

3. 实数 系 的 序 结 构 

由 上 可 知 , 每 一 分 划 (X|X’) 都 由 Q 的 子 集 え 唯一 
确定 . 因此 ,也 可 将 分 划 简 记 为 (XX), 并 称 (X) 为 一 实数 . 
特别 , 当 和 = Q、X% 不 含 最 小 数 时 , (六 ) 便 叫 作 无 理 数 . 

任意 一 对 实数 (X) 和 (Y)， 如 果 XSEY, 则 规定 大 小 
顺序 为 (XX)<(Y). 这 也 可 记 作 (了 ) 二 (X). 容易 验证 , 实 
数 间 的 顺序 关系 具有 下 列 性 质 ， 

(i) 若 (X)<(Y)、(Y)<(2), 则 (X) < (2); 

(1) 车 (XX)<(Y) 有 是 (Y)<(X), 则 (X)=(Y); 

《证 )》 对 任意 两 个 实数 (XX) 和 (YY), 必 有 (X)<(Y) 或 
(Y)<(X) 成 立 ( 也 即 两 关系 中 必 有 一 者 成 立 ). 

性 质 (ij) ( 放 ) 是 显然 的 . 现 证 性 质 ( 道 ), 假如 不 等 式 
( そ )S(Y) 不 成 立 ， 则 子 集 关 不 含 于 了 ， 故 必 有 某 元 
rEX, 但 7&Y. 于 是 ,由 分 划 性 质 (i) 可 知 对 任意 7?'EY 便 
有 rr'<r€EY'。 又 因 r€X, 故 知 7?'E€X, 这 就 表明 YX， 
也 即 (Y)<(X) 成 立 . 

虐 然 实数 都 具备 顺序 性 质 (i)、( 坟 )、( 首 ), 所 以 由 一 
切实 数 构 成 的 实数 集 安 是 一 个 有 序 集 . 为 了 记 法 简便 ， 
今后 也 常用 xX, ツ 。 Zz, t+，&，8，? 等 表示 实数 . 

4， 确 界 存在 定理 


确 界 存在 定理 是 指 ， 凡 非 空 的 有 上 界 的 实数 子 集合 
必 有 一 个 上 确 界 (最 小 上 界 ). | 

这 是 分 析 学 中 一 条 极其 基本 的 重要 定理 .由 它 可 以 
推导 出 一 系列 极为 有 用 的 等 价 命题 现在 给 出 定理 的 证 
明 如 下 ; 

设 经 是 一 个 非 空 的 有 上 界 的 实数 集合 ， 于 是 对 学 
的 任 一 上 界 (实数 -分 划 )( 了 3) ,不 等 式 关 系 

(有 下) 委 ( 卫 ) 
对 一 切 (X)《 公 都 成 立 . 按 实 数 的 顺序 定义 , 帮 
Esp 


现在 我 们 取 分 中 的 一 切 (XX) 所 相应 的 集合 X 的 并 集 ， 
: お 。 = U そ 


(KE “ 


在 上 述 记 法 中 ，B。 表示 由 所 有 ズ 作成 的 并 集 ，U 表示 
“ 求 并 集 ' 运算 ，(X) トマ 表示 运算 是 对 全 中 的 一 切 (X) 
(相应 集合 え ) 送 行 的 . 

首先 应 证 明和 集合 B。 给 出 分 划 (了 B,). 这 需要 验 明 分 划 
条件 G)、( せ )、Gii). 自然 ,8。 是 个 有 理 数 集 , 8。 与 ぢ 。 = 
Q ヽ B。 皆 非 空 集 . 条件 (Hi) 由 Be 定义 得 知 . 为 证 (i), 任 设 
reE oo、r 了，. 根据 B。 定 叉 可 知 必 有 XX 使 rEX,. 于 
契 必 有 7 く 7 (和 否则, ”<r 时 r 广 《Ai Bo). 因 此 条件 G) 
信 満 足 . 再 由 rEB。 可 知 ~rEX;iSB.， 因 (X,) 为 分 划 ， 
改 え 。 中 还 有 较 大 者 r 使 得 r<r,, 所 以 p。 也 满足 条 件 
( 误 ) .这 就 证 明了 B。 能 给 出 实数 (B,). 

其 次 再 证 明 (Bo) 是 有 ”的 最 小 上 界 . 因为 对 任意 的 
(X)E 骂 都 有 XB。, 即 (X)<(B,)， 也 以 (B,) 是 实数 集 
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会 人 入 的 上 界 . 又 , 对 于 仇 的 任意 一 个 上 界 (B), 则 及 中 
的 一 切 (X) 都 合 条件 (X) < (B), 即 XSsB. 因 而 BoSsB, 故 
得 (B.)<(B). 这 表明 (Bo 为 盈 的 上 确 界 ， 通 常 记 作 
(B。) = sup 镶 . 确 界 存在 定理 得 证 . 「 

作为 定理 的 简单 推论 ， 可 得 命题 ,“ 凡 单调 递增 的 有 
界 数 列 必 有 极限 .事实 上 ,数列 作成 一 数 集 , 它 的 上 确 界 
就 是 该 数列 的 极限 . (本 书 第 20 页 讨论 极限 论 时 ,还 将 回 
到 这 一 命题 . ) 同 样 地 ,可 以 证 明 “ 凡 非 空 的 有 下 界 的 实数 
集合 ぞ 必 有 下 确 界 ( 最 大 下 界 ) ,通常 记 作 inf 

5. 2.3=w6 的 证 明 

用 分 划 概 念 定义 实数 之 后 ， 还 可 在 实数 系 上 引进 四 
则 运算 ,并 验 明 它们 满足 算术 运算 律 ( 如 交换 律 、 结 合 律 、 
分 配 律 等 ) ,因此 实数 系 成 为 一 个 数 域 . 

先 说 一 下 加 法 运算 . 假设 x、? 分 别 是 由 分 划 ( 关 )， 
(Y) 给 出 的 实数 ， 即 x=(X)= (XI|X), y=(Y)= 
(Y|Y') ,当然 X 与 了 都 是 有 理 数 集 .于 是 X+? 也 是 一 
全 实数 , 它 由 分 划 (2|2 给 出 , 即 

xX+y:= (ZI2’), 
其 中 Z 与 Z' 的 定义 是 
Z={r|r=7, tr rER, rEP}, ググ =0/ グ . 
由 于 在 Z 的 定义 里 ，r=rtrs=rs+Tr， 故 知 y+x 与 
x+7? 的 定义 分 划 相 网 ,因此 交换 律 タツ ニ ツ オメ 自然 成 
立 . 不 妨 简 记 作 z=X+y?. 

类 似 地 ， 还 可 利用 分 划 方 法 定义 乘法 运算 4 = X。?. 

但 需要 考虑 到 负数 乘 负数 得 正 数 的 问题 ， 叙 述 方式 上 须 
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顾及 一 些 技术 细节 ,这 里 就 只 以 プ 2・ ン 3 =w6 的 证 朋 
为 例 ,而 不 作 普 遍 论 述 了 . 
在 讨论 戴 德 金 分 划 时 ， 我 们 已 给 出 2 和 3 两 个 
数 的 分 划 定 义 , 即 3 =(414)。 ン 3 = (BB). 同 理 , 
可 把 6 表 为 6 =(CIC〉), 其 中 C 与 C' 的 定义 是 
ワ ェ (7l76Q, 当 ヶ >0 時 どこ 6),。 の =QNO 
ゾ 2 与 3 两 个 数 的 乘积 3。 了 可 由 下 述 分 划 给 出 ， 
V 2.V3=(44')…( 如 |B) = (の | の )。 
这 里 ,有 理 数 集 DD 与 也 ' 的 定义 是 
の ェ = 人 | yeO, 当 r>0 时 7 可 表 为 r=7,.9,， 
其 中 <2, <<3,， 9,、7,EQ)， 
DV =Q ヽ の . 
因此 ,为 证 明 2 .3 = ン 6 。 只 须 证 明 (C1C') = (の | 
D'), 也 即 C=D 
投 り 的 定 叉 , 知 だ = (7 ドニ 7 に だ て 2<3 =6。 数 
有 SC， 另 一 方面 , 设 rEC ,日 r>>0, 则 r?<6. 于 是 ,根据 
有 理 数 集 的 稠密 性 ,总 可 选取 合乎 条 件 rs<2、r3<3 的 
正 有 理数 rz、7s，, 使 得 = ニチ か 7 で の . 以 耐 推 知 CSD. 这 
就 证 得 了 C= DD， 也 即 2 .v 3 =w 获 证 . 
[ 附 记 ] 在 上 述 证 明 中 ， 用 到 了 有 理 数 集 O*= 
"7 で O, r>0)} 的 稠密 性 ， 事 实 上 ， 对 任意 两 个 有 理 数 
3 、 7 っ 不 形 ュー チョ | 如 何 小 ， 如 有 另 一 有 理 数 ,例如 产 = 


ーー ) 介 于 Fs = 之 间 ， 且 在 任意 有 界 集 上 2 


mm (一 ra)(ra+ra) 的 绝对 值 可 随 着 Ir ュー テ ョ | 的 元 恨 恋 
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小 而 变 小 . 今 对 任 给 +r>0, 如 果 r*<6, 则 d=6-r?>0， 
且 4d<6. 于 是 ， 由 稠密 性 可 知 存在 有 理 数 r;>0， 使 得 


2 一 4d<r?<2. 从 而 , 令 1，= 工 ,可 得 
1 


入 に ーー に 
ーー ーー ュー 8 


这 表明 确实 存在 正 有 理 数 rm rs 满足 条 件 :r3<2.rs<<3， 
使 得 
が 三 と +* チ 。. 

6. 实数 系 的 戴 德 金 性 质 

引进 了 由 分 划 定 义 的 实数 之 后 ， 我 们 就 有 了 确 界 存 
在 定理 .于 是 ,实数 系 便 具有 连续 性 , 即 “ 戴 德 金 性 质 ” ,如 
条 把 全 体 实 数 分 成 两 个 非 空 集合 A 和 お , 使 得 4 中 每 
一 个 数 都 小 于 B 中 每 一 个 数 ， 那 未 ， 或 者 A 中 含 最 大 
数 ,或 者 B 中 含 最 小 数 ,两 者 中 恰 有 一 者 为 真 . 

最 近 在 “一 条 被 漏 掉 了 的 基本 定理 ”一 文中 ( 见 《数理 
化 信息 》 第 二 辑 , 辽 宁 教 育 出 版 社 1981 年 版 )， 作者 张 景 


中 指出 ,正好 比 关 于 自然 数 有 数学 归纳 法 那样 ,关于 实数 


可 以 有 “连续 归纳 法 ” , 即 ，“ 假 设 P。 是 关于 实数 x 的 命 
题 .如果 满足 两 个 条 件 ， \ 

G) 存在 某 实数 xo, 使 对 一 切实 数 えぐ え 。。 有 。 成 
YY 

G せ H) 车 对 一 切实 数 x<y, 有 卫 , 成 立 , 则 有 0,>0, 
使 上。 对 一 切实 数 xX<y+06, 成 立 . 

那 末 ,命题 P。 便 对 一 切实 数 x 都 成立 .? 这 是 一 个 
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有 趣 的 命题 ,而 且 用 起 来 也 很 方便 .不 难 发 现 这 一 命题 和 
戴 德 金 性 质 " 是 等 价 的 . 读者 如 有 兴趣 ,不 妨 加 以 验证 . 

限于 篇 幅 ， 关 于 利用 基本 序列 类 和 有 界 单调 序列 类 
《各 个 “等 价 类 ?) 来 界定 实数 的 方法 ,这 里 就 不 作 介绍 了 . 
事实 上 上 ， 这 两 种 方法 构成 的 实数 理论 和 分 划 作 成 的 理论 
是 等 价 的 .读者 欲 知 其 详 , 请 参看 《实数 的 构造 理论 》 一 书 
(王建 午 、 曹 之 江 、 刘 景 钥 编 , 人 民 教 育 出 版 社 1981 年 版 )、 


二 、 极 限 论 


极限 论 要 回答 的 主要 问题 有 两 个 ， 一 是 有 哪些 判断 
极限 存在 性 的 准则 ? 就 是 说 ,在 什么 样 的 条 件 下 ,极限 才 
保证 能 存在 ? 二 是 如 何 计 算 极限 ? 就 是 问 ， 极 限 算法 满 
足 哪些 基本 运算 律 ? 

1. 关于 序列 极限 

在 柯 西 时 代 , 极 限 概念 是 利用 直观 语言 表述 的 .例如 
说 什么 “ 某 序列 中 的 数 越 来 越 接近 某 个 数 ? ,* 两 者 之 差 可 
任意 地 减 小 ”,“ 某 变量 可 任意 地 增 大 ” ,等 等 ， 当然, 这 些 
话 并 没有 说 销 , 直 至 目前 ,一 些 入 门 性 的 教科 书 中 还 经 常 
使 用 这 些 说 法 .但 是 , 当 需 要 分 析 稍 复杂 一 点 的 极限 过 程 
时 ,比如 说 , 想 要 证 明 下 述 论断 ?1 


”为 了 罕 述 简便 ， 本 书 中 采用 下 述 记 法 : 假设 从 某 个 命题 4( 定理 、 论 断 或 条 
件 ) 可 推断 出 另 一 命题 召 , 则 记 作 4 达旦 如 果 反 过 来 还 能 从 BB 推出 4, 则 可 以 记 作 
44*B, 这 时 就 说 4 和 马 两 个 命题 是 等 价 的 . 
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4 e 区 十 逮 十 es + 
lima, =w => 1im 一 一 一 一 
芥川 ou し デス 】 れ 


那 就 会 感到 直观 性 的 极限 表述 法 无 能 为 力 了 . ゥ 

下 面 我 们 先 讨论 序列 极限 的 概念 .最 自然 的 办 法 ,就 
是 从 定性 表述 法 过 渡 到 定量 表述 法 ， 这 也 就 是 外 尔 斯 特 
拉 斯 所 建议 的 表述 方式 . 

我 们 说 一 个 无 穷 序列 {a,}= {a1， の > っ 9 の ナ 具 
有 极限 0, 是 指 ; 如 果 当 n 足够 大 时 , 差 值 g。-@ 可 以 任 
意 地 小 .用 记号 来 表示 ,就 是 : 

一 ふ OO 一 Gn 一 0 或 写作 lime, の - 

有 时 也 可 简 记 为 lim a,= ,并 称 {as 收 伍 于 0. 

关于 上 述 极限 的 定量 表述 ， 叫 做 “es-o 准则 ， 即 
“lima,=a 的 必要 与 充分 条 件 是 ;对 于 每 个 e>0, 都 存在 
一 个 数 ED, ,使 得 

no 地 la -ol<e,.” 

通常 ,8 越 小 , o 就 需要 越 大 . 当然 , の 依赖 于 8?， 故 有 
时 也 记 作 の = の (8). 

注意 ; 正 因 为 g 具有 任意 性 (也 即 可 以 任意 地 接近 于 
0), 所 以 不 等 式 |g。-g| く se 表明 a, 必 将 趋 近 于 4, 只 要 
当 n>o 时 即 可 . 

采用 s-o 准则 ， 可 知 前 面 提 到 的 那个 较 复 杂 的 极限 
命题 ,可 改 述 为 ， 如 果 lima, = x, 那 末 对 任 给 E>0, 总 在 
在 EZ,, 使 得 


ー の 。 


好; 十 好 3 十 十 好 n 


% ジ CO ラウ 
レン 忽 


ーw| 一 6. 


现在 我 们 来 证 明 这 命题 ， 首 先 ， 由 imo。=o 可 知 
(|o,| } 为 有 界 数列 ,因此 有 上 界 た , 使 得 |g。| <K( 其 中 
HEZ:) .从 而 lg。-g| <|o|+ |g| < だ + gl 

对 任 给 s> 0, 总 可 取 充 分 大 《ZZ, ,使 得 


ウ 
n>m > le。-gl< テ . 


对 固定 的 如 ,当然 还 可 选取 更 大 的 0>>m ,使 得 
テ の > は . < 了 


于 是 , 当 n>@ 时 , 便 得 出 


G+ ,+ 人 + 


| 
n -a = n 


1 nn 
PT 時] 》  #* ふ |G。 一 cj》 
6 2 
RA 
这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 . 


读者 可 以 想 一 想 ,假如 不 采用 e-@ 表述 法 , 仅 赁 关于 
极限 的 直观 性 语言, 将 如 何 能 说 清楚 上 面 的 极限 论断 呢 ! 

假设 序列 {a,} 和 4b 分 别 有 极 限 Hmg =@ 和 1mp。 
= 月 (也 即 {a} 与 {0,} 分 别 收 伍 于 & 和 及， 则 不 难 验证 
下 列 运 算 律 ， 

1” 若 入 EE 元, 刚 hm(AZ。) = 和 im co. 

2° lim(a, +6,) = lim a, +lim 0,. 


3° lim(a, —0,) = lim a,— lim b.. 
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人” Jim(o,b,) = (Rm &,) (Jim 8 ) 
5° 若 加 *0( 其 中 %E 2Z,) 有 目 im 5x0, 册 


> を 。 lim c。 
Pe 5。・ 


6 若 ms 和 (其 中 号 Zi), 则 Tim <lim Gi 

” 车 a=B， 且 有 序列 《c。) 満足 条件 a。<o,<5。( 其 中 
EZ,), MW lim ce,=a=B. 

上 述 诸 结论 的 证 明 都 十 分 简易 ， 读者 不 难 采 用 e-o 
大 述 法 把 精确 的 证 明 步骤 一 一 写 出 来 ,这 里 从 上 略 . 

2. 柯 西 收敛 准则 

如 果 给 定 一 个 序列 {x.}， 将 如 何 判 断 它 有 没有 极限 
呢 ? 对 于 这 个 问题 ， 柯 西 首先 找到 了 一 个 简便 易 用 的 准 
赠 , 此 即 ,序列 {x,.} 具 有 极限 的 必要 与 充分 条 件 是 


他、 多 一 co = ラ | oo ー の | っ 0 . 

换 句 话说, 序列 {x,} 收 敛 于 某 极限 的 充 要 条 件 是 ， 对 任 
给 = 过 0( 不 论 如 何 小 ) ,总 存在 oeZ. ,使 得 
mR ND  |7m 一 2 | ご 8. 

下 面 来 证 明 这 个 重要 命题 〈 世 称 “ 柯 西 收 伍 性 原 


理 ”). 先 来 证 明 条 件 的 必要 性 . 如 果 已 知 {x,} 有 极限 , 比 
方 说 Hm x, = &. 于 是 存在 @&《 如, ,使 得 


お 
m>w n>w = Ia —o| 一 、 | 


有 共 面 ， 
12。ー の 。 | = | zw 一 x 十 区 一 | 


< [Za 一 x+1zs 一 5| 
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要 要 
ーー 十 一 一 mm 
< 了 7 2 二 3. 


这 就 表明 mm、n->oo=3>|x, -x,| -0 故 知 条 件 是 必要 的 . 
再 来 证 明 条 件 的 充分 性 .假设 条 件 已 满足 先取 8 = 
1, 则 有 某 数 Ooc 七 | ,使 得 
RN 一 |om 一 加 | で 1。 
于 是 有 
| 了 | = | zw — To + ,| 大 |7m 一 Ze] + lz。 | 11+ | | 
(が の 。) . 由 此 可 知 (%。| テ o。) 該 有 界 数 集 . 因为 {x,| 
mM< wo} 也 是 有 界 的 ,所 以 整个 数列 {X,} 是 有 界 的 . 
根据 确 界 存 在 定理 ，{x,} 必 有 上 确 界 . 不 妨 记 它 为 
B= sup{x,} .于 是 ,在 (8 一 e， 月 的 区 间 内 ,总 有 {x,} 中 的 
点 ， 逐 步 缩小 *， 便 可 找到 一 个 子 序列 {x-,)， 使 得 xu 
Bb, 也 即 Hm =8. / 
瞩 疫 条 件 已 满足 , 故 有 
MO, Ry = [Tm — | で. 
注意 上 列 不 等 式 対 一 切 ms>a 都 成 立 ， 当 然 可 令 ,> 
,从 而 得 n>@=3|B 一 x.| <e. 这 正好 表明 
z ime。=g 
因此 ,在 条 件 满足 的 情况 下 ，{x.} 果 然 有 极限 .这 又 证 明 
了 条 件 前 充分 性 .命题 证 毕 . 「 
值得 引起 注意 的 是 , 柯 西 准则 的 重要 人 性 就 在 于 , 它 只 
是 根据 数列 自身 的 结构 来 判断 极限 的 存在 性 ， 也 正 因 这 
一 尽 , 这 准则 具有 广泛 的 应 用 价值 . ~， 
今后 , 我 们 把 具有 性质“m n>oo=>|x, 一 x,| ->0? 的 
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” 麻 列 {x.} ,一 概 叫 做 “基本 序列 ” .于 是 , 柯 西 准则 即 断 言 ， 


っ キヤ ーーーーーーーーー 


“内 基 本 序列 都 有 极限 .” 或 换 句 话说 ,“ 凡 基本 序列 都 是 
政 敏 的 ." 一 般 教 科 书 中 ,也 常常 把 基本 序列 干脆 称 为 “ 柯 
本 序列 ”. 


3. 一 元 函数 
下 面 我 们 要 讨论 函数 极限 概念 .为 此 , 先 谈 谈 较 一 般 


”的 备 数 概念 . 


函数 就 是 对 应 关系 (或 称 映 射 关系 ). 例如 y= fx)， 
谣 表 示 将 变 元 x 按照 法 则 了 对 应 到 > 的 关系 ,可 以 简 记 
作 f:xmy. 要 紧 的 是 ,需要 说 明 Xx 的 活动 范围 ,通常 称 之 
为 函数 f 的 “定义 域 "(或 称 “ 变 域 "); 还 要 指出 》 取 值 的 
萝 围 , 吊 作 函数 f 的 “ 值 域 *， 假设 三 灾 和 【了 三 多 是 两 


”个 非 空 的 实数 氮 集 , 那 床 


路 ギラ 子 

謙 表 示 以 え 妨 定 叉 域 和 以 『 为 值 域 的 实 变 函 数 . 有 时 ， 
很 把 了 叫做 将 映 入 Y 的 “上 映射. 因为 在 一 般 情形 下 ， 
序数 对 应 的 所 有 的 值 未 必 填 满 Y， 所 以 通常 只 是 说 了 把 
朋 映 入 Y. 

特别 ,如 果 {y|y = 了 (x), xEXX} 就 是 了 , 则 称 了 把 XX 
号 满 了 .此 时 ,就 把 画 数 了 叫 作 从 瑟 到 了 的 “ 满 射 . 函 
数值 的 集合 可 以 简 记 为 が 表 )。 即 1(X)= {3|y = 二 (x)， 
xXxEX}= {f(x)|x&EX}. 因 此 , 于 成 为 满 射 的 条 件 即 が え ) 
=Y. 

4. 函数 极限 概念 

设 SS 家 为 一 无 穷 点 集 ,c 人 家 是 一 个 点 . 如 果 对 每 
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个 6>0, 总 存在 点 * で S, 使 得 |x…c|<o, 则 称 点 c“ 依 
附 于 ”S. 

容易 明白 , 点 CE€ 统 依附 于 S 的 必要 与 充分 条 件 
是 ,对 任 给 9>0, 都 有 Sfl[c0,，c+0] 关 多 .又 由 于 60 
可 依次 织 小 , 故 充 训 条 件 还 可 改 述 为 ;S 中 恒 存 在 收敛 于 
C 的 点 列 x,( 注 意 ,这 里 并 不 要 求 点 C 含 于 5S 中 ). 

现在 我 们 来 讨论 如 下 的 函数 极限 概念 ， 

の CS、 み 56 一 CC) 一 xc ， 

这 个 概念 的 定量 表述 法 ， 就 是 分 尔 斯 特 拉 斯 引入 的 2 
准则 ”， 

考虑 函数 f: SP 绝 . 假 设 点 CE 骂 依附 于 S. 如 果 对 
每 个 E>0, 总 有 一 个 6>0《〈 只 依赖 于 。 和 力 , 使 得 

?C ぷ お 、| ゥ ーg| < の = |f(2) -al<e, 
则 称 f(x) 于 x->c 时 有 极限 c, 可 记 作 
SN) し 人 


有 时 也 简 记 作 f(x) >a( 当 XC, XED 时 ). 

必须 注意 ,在 上 述 定 义 里 ,一 般 并 不 要 求 c 属于 它 所 
依附 的 点 集 ”. 当然 ,CE5 只 是 一 种 特殊 情形 ,只 在 此 特 
殊 情 形 下 f(c) 是 有 定义 的 . | 

类 似 于 序列 极限 的 情形 ， 关 于 函数 极限 也 有 同样 的 
运算 律 : 设 呈 沈 为 一 个 点 集 ,cE 为 依附 于 5 的 一 个 
点 . 令 f: SR,g: 8 吓 宛 ,用 

lim f(%) ー の 。 lim 9(Z) = お 。 

那 末 ,我们 有 如 下 的 运算 律 ， 

2° "in( +9)(%) pu (を) pa 7(⑦) 。 
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3° lim( げ ー 9) (?) = lim の ) -lim g(%), 
4? lim( げ 9) (2) = dim Ey Gim (る ) ) 。 


四, 如果 の (*) デ 0 (xc5), 且 有 关 0, 则 
lim が (の ) 


® qa 2 
和 MP gw) limg( ら ) _-g* 


無 果 =8 昌 の: S ご 究 为 满足 下 列 条 件 的 函数 
の) Pr) E99), (た め ) 
剛 ゆ (>) 在 c 点 有 极限 , 且 
7 “ lim 中 (7) = 9 = 本 9(2) . 
读者 当 不 难 利用 se- 6 准则 去 验证 上 列 各 个 极限 式 . 
及 ,对 应 于 序列 极限 的 运算 律 1" 和 6" ,读者 可 自行 补 出 . 
最 后 ,还 值得 注意 的 是 ,如 果 把 *。 改 记 为 x,=f(n)， 
负数 集 {x.} = {Xx,|n&《Z,;} 也 可 看 成 为 函数 た る ビ 的 
什 域 .但 序列 极限 im x。 = lim f(n) 却 不 能 照搬 上 面 函数 
极限 的 s-6 表述 方式 ， 原 因 是 c 并 非 受 中 的 一 个 点 . 当 
然 , 也 不 可 说 它 是 依附 于 Z,. 总 之 , 必须 认为 と -@ 准则 


”和 e-6 准则 是 两 个 不 同 的 准则 . 


三 、 连 续 性 概念 


仅 有 关于 极限 的 简单 运算 律 ， 还 不 足以 处 理 许 多 党 
时 的 函数 极限 计算 问题 ， 例 如 , 设 f: 如 > 殉 ,又 设 limx， 
=@, 人 们 会 问 下 述 计算 法 则 
lim f(%,) flim%,) 
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是 否 成 立 ? 又 ， 例如 9: 多， 家 那 末 试问 是 否 成 立 下 列 ， 
算法 
lim f(g(%,)) = が Him 9(%。)) = が 9(Hm の 。) )? 

这 些 问 题 都 归结 到 函数 f、g 是 否 具 有 连续 性 的 问题 . 

1. 连续 性 概念 

设 f: SP 缆 . 如 果 对 任 给 E>0, 总 可 找到 @>0, 使 
得 当 |*ー- ッ | <9 (其 中 xX，y€S) 时 便 保证 有 |f(x) - 
1(y)| <s, 这 样 ,就 说 f 是 定义 域 S 上 的 连续 函数 . 也 可 
以 说 ,f 属于 连续 函数 类 纪 (S), 可 记 作 了 ES (CS). 

显然 ,上 述 概念 也 可 简 记 作 

Iz-y] 一 0 (其 中 YES) 寺 |f(w) -f(y)|—>0., 

[ 例 ] 易 证 函数 fx) = wx 在 区 间 [0,1] 上 连续 . 事 
实 上 ,对 任 给 g>0, 可 决定 6>0, 使 当 |x-y|<6 时 有 

IV5 -Vy|<s， 其 中 z、yE[0，1]. 

为 此 目的 ,我 们 写 出 


= | ざー キツ オ 。。 司 衣 
[IV -Vy|=|IVr -VY| VE sy 


注意 到 VX + wy >w|Xx-? (显然 ， 由 两 边 平方 即 可 
看 出 ), 由 此 易 推 知 
| ター タ | | ター タ | = 
|IVz-Y3|= 本 Vi 外， 
故 只 须 选 取 6 = e’, 便 可 得 出 所 欲 证 明 的 事实 ， 
Il*- 引 <9 > IVr-VyI<VIs-y<H=e, 


设 f€ 丝 (5), 而 xX€5S, 则 由 的 连续 性 可 知 
za の ( 其 中 .E58) = 二 > が みつ 7@)、 
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换言之 . ,lim f(X,) = (Hm Xe) ニチ (). 

2. 一 点 处 的 连续 性 

考虑 所 SD 究 geS. 如果 |x -Cl->0( 其 中 XES) 汪 
げ (*) 一 f(a)| 一 0, 则 称 fx) 在 x=ea 点 处 连续 .此 时 , 按 
昭 连 续 性 定义 , 便 有 

Mo (20ー ナ (6)。 : 
特 列 ,如 果 只 在 *>g。 x->a (其 中 xXx€E5) 时 才 有 f(x) 一 
B, 则 称 お 为 函数 在 & 点 的 右 侧 连续 ,可 记 作 
906 = ゼニ = げ (w。). 
同样 可 以 定义 函数 在 a 点 的 左 侧 连续 
me) =f(a_). 

如 果 f(a_)=fCa;)= 了 f(a), 则 就 表明 函数 在 & 点 处 是 
连续 的 . 而 当 f(a ) 寺 f(a_) 时 , |f(a;) 一 了 (e_)| 就 叫 作 
图 数 在 & 点 处 的 跃 度 . 

3. 复合 英 数 的 连续 性 

按照 设计 工程 师 的 观点 ,不 妨 把 函数 y= 了 (x): X 
Y 看 成 是 一 个 黑 盒 子 ( 一 种 复杂 的 电子 仪器 ) ,如 下 图 ， 

を の: 血 入 。 ど : 新 出 

給 数 定 又 域 え 中 的 每 一 x 都 是 一 个 可 能 的 输入 ,而 所 有 
可 能 的 输出 > 作成 值 域 Y=f(X) = {?7} .当然 ,这 个 观点 
也 可 推广 到 多 元 孙 数 . : 

复合 函数 f(g(x)) 的 精确 定义 是 , 设 9: Sir>S:，F: 
3s™*Ss, 这 里 S1、S,、Ss 均 为 多 的 子 集 ( 可 以 是 区 间 ,或 
容 本 身 ). 于 是 ,用 #f9 表示 的 复合 函数 就 是 对 定义 域 $, 
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中 的 任何 x 其 值 为 f(g(x)) 的 落 数 ,也 即 
fog: S: -> S,. 
可 用 图 表示 为 
> 一 一 [9 上 | 一 一 9 的 一 -一 [7 上 -一 proy) 

上 述 概 念 不 难 推广 到 三 重复 合 函 数 , 如 f{g[h(x)]} 
等 ,网 下 图 ， 
由 上 图 可 以 看 出 ， 三 重复 合 苑 数 既 可 解释 成 (fg)。 丸 ， 又 
可 理解 为 fj*(g*h)， 因 此 ,我 们 有 

| (の ) < ん = ニア <( の * か ). 

上 上 述 性 质 叫 作 复合 函数 的 “可 结合 性 . 

容易 证 明 : 两 个 连续 函数 的 复合 仍 是 连续 的 . 例如 ， 
设 f: 写 宛 与 9: 缠 » 坎 均 为 连续 函数 ， 则 feg(x) = 
f[g(x)], か の: 守ら 沈 . 于 是 ,由 g 的 连续 性 知 

liz-y—=0 => lg(z)-g(y)|—0, 
又 由 了 的 连续 性 知 
19(z) 一 の (9) 0 = |j[9(z)] [9( ヶ 9)]! 一 0. 
总 之 ,有 
12 一 9 一 0 => |f[Lg(2)] -ftg(y)])—>0. 

这 就 是 所 要 证 明 的 结论 , 即 feg(x)E 名 ( 哆 ). 

4. 三 个 基本 命题 

设 f€E 人 (1)，I=[a, b]. 则 有 如 下 三 个 看 起 来 明显 
而 证 起 来 却 很 费 口 舌 的 命题 ， 

聚 大 值 定理 了 必 在 区 同 7 的 茶 点 c 达到 它 的 最 大 
値 .( 当 然 ,7 也 会 在 另 一 点 达到 最 小 值 . ) 
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中 间 值 定理 设 m 是 f(a) 和 f(b) 之 间 的 任何 数 
值 , 则 在 区 间 工 内 必 有 一 点 c, 使 f(c)=m. 
反 函 数 定 理 设 函 数 y》= f(x) 是 区 间 工 上 的 单调 上 
升 函数 (或 单调 下 降 郴 数 ), 那 末 它 的 反 函 数 xX=g(y) 必 
存在 ,而 且 是 区 间 [f(a), f(b)]( 或 区 间 [f(b5), fo)]) 上 
的 连续 函数 . 
上 述 最 大 值 定理 和 中 间 值 定理 的 证 月 ， 要 用 到 上 确 
罚 存 在 定理 和 单调 有 办 数列 的 极限 存在 性 定理 .至 于 反 
函数 定理 ， 证 明 较 为 简单 .限于 篇 幅 ， 这 里 就 不 去 细 说 
了 . 
5. 连续 模 数 
在 I=[a, b] 上 的 各 种 连续 函数 ,有 的 升降 变化 很 激 
烈 , 有 的 变化 较 平 稳 , 那 末 ， 如 何 衡量 这 种 变化 的 平稳 性 
程度 呢 ?“ 连 续 模 数 ” 就 是 对 点 距 不 超过 一 定数 值 ( 例 如 
0) 时 函数 值 变 差 的 一 种 度量 . 令 f€E 宅 (I)，I= [a, b]. 
则 对 任 给 @>0, 下 迷 数 量 
の (9⑨) = の (⑨, ) =sup( 1 が 2) が 2 の 1 | | グー タタ | 8) 
便 明 作 函 数 す 在 了 上 的 達 筐 模 数 , 六 里 的 上 秦 界 sup 是 
对 一 切 可 能 的 点 Xx’、x’&€ [a, 四 ,|x 一 x < 而 取 的 . 
对 给 定 的 6 而 言 , 显 然 0(0) 越 小 ， 就 表明 了 的 变化 越 平 
稳 . 特别 ， @( ひ )=0 即 表明 f 是 一 个 常数 . 读者 当 不 难 
验 明 下 列 诸 性 质 : 
1 歯 数 0(0) 随 着 6 的 变 小 而 变 小 . 
2 对 每 一 正 整 数 n, 恒 有 の o(z9) zo (6) .事实 上 ， 
这 相当 于 下 列 不 等 式 
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sup{|f(2) 一 9) | | ター タ | 9) 
くう sup{| fe) ー が (4)| | | 一 8). 


3" 対 任意 正 数 X, 都 有 不 等 式 の (AO) ミ (ん + 1)@(@). 
事实 上 , 令 [ 和 表示 入 的 整数 部 分 , 则 匈 昂 

w(X3) SOTA +1)6) (LA +1)2(0) < +1)w(0). 

6. 一 致 连续 性 定理 

一 致 连续 性 定理 是 指 .“ 在 闭 区 间 I=[a, 8] 上 的 连 
连 函 数 1f(X) ,必定 具有 性 质 lim 0(G)=0.” 此 处 所 说 的 
性 质 ,就 叫做 f 的 一 致 连续 性 ; 也 即 对 每 个 2>0, 都 可 找 
到 一 个 6>0, 使 当 |x' -x%" < 时 , 恒 有 |Tx2 7 -了 f(x”)| 
we RE ， 


正明 由 の (9) 的 单调 性 ， 不 妨 取 6= 二 (其 中 re 
lim ne( エ ) =0. 
今 用 反 证 法 ,假设 mng は ) = >0. 则 对 每 个 去 ,都 存在 


Xs 2 と 10。 り ] 。 | を 。 — Xa | < 二 ,使 得 


| げ (22) -on 三 so，(E Zr) 
因为 {Xx} 和 {Xx*} 为 有 界 点 集 ， 故 应 用 确 界 存在 性 定理 ， 
可 知 有 子 序列 x%,>Xxo ET， 相应 地 , 由 |X%, 一 xml 一 0 可 
知 又 有 XXo. 因 此 ,由 连续 性 即 得 
lim| ab) 一 fo)1 = gs) gs) | = 
这 和 原来 假设 的 推论 Is) (Xs,) | 之 Eo 予 盾 , 这 了 驶 证 
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明了 定理 结论 imo (区 ) =0. 

[反例 ] 定义 在 开 区 间 上 的 连续 函数 未 必 有 一 致 连 
续 性 . 比如 , 试 考虑 函数 y= 二， XE (0,1). 则 当 x’ 一 x 
= の >0( 其 中 0 之 x’< 之 x’'<1), 可 知 
1 1 


peg 2 


| ( 当 ダー>0+ 国 す ) 。 


因此 ,对 任 给 6>>0, 在 (0,1) 上 恒 有 


co-mml あー 


lg -orl< 6}=00. 


这 表明 ， 函 数 二 在 (0,1) 上 不 可 能 一 致 连续 . 


最 后 还 要 指出 ， 只 须 应 用 を -9 准则 即 不 难 验证 分 析 
学 中 常用 的 各 种 初等 函数 (如 多 项 式 、 三 角 图 数 、 指 数 函 
数 、 对 数 函 数 以 及 它们 的 复合 函数 等 等 ) 都 是 各 个 定义 域 
内 的 连续 函数 , 且 是 闭 域 上 的 一 致 连续 函数 . 当然 ,对 它 
们 施加 极限 运算 可 以 畅行 无 阻 . 


四 、 微 积分 主题 浅 释 


1. 主题 简 释 

什么 是 微 积分 的 主题 ? 这 在 初等 微 积分 教科 书 中 已 
有 明确 回答 ， 微分 学 主要 是 处 理 画 数 变 量 ( 应 变量 ) 的 变 
化 率 问 题 , 即 讨论 知识 (导数 ) 的 计算 法 则 和 有 关 问 题 . 积 


292 


分 学 是 处 理 微分 学 的 反问 题 , 即 如 何 从 变化 率 去 寻求 ( 包 
括 分 析 、 计 算 ) 原 函数 的 问题 ， 

在 应 用 上 ,利用 变化 率 来 描写 的 数量 是 多 不 胜 举 的 . 
例如 曲线 的 斜率 .变速 运动 的 速度 、 交 流 电 的 电流 强度 、 
空间 温度 场 的 梯度 以 及 现代 经 济 学 上 的 边际 劳动 生产 
率 , 边 际 税率 等 等 ,都 是 变化 率 ( 也 即 导数 ) 概 念 的 具体 例 
子 . 反 过 来 ,从 已 知 的 曲线 斜率 、 物 体 运 动 速 度 等 变量 ,去 
寻求 曲线 所 满足 的 方程 和 表示 运动 规律 的 函数 或 方程 
”等 ,这 一 计算 过 程 就 用 到 了 积分 . 

微 积 分 是 一 门 变量 数学 . 它 是 通过 合理 的 抽象 模式 
(Abstract pattern) 来 表现 变量 间 的 种 种 普遍 关系 结构 
的 .因此 ,比如 当 我 们 论述 一 般 函 数 的 导数 与 积分 时 ， 就 
只 考虑 它们 间 的 纯粹 的 普遍 形式 关系 .当然 ,这 些 形 式 关 
系 ( 有 时 用 公式 或 定理 来 表述 ) 可 以 应 用 于 各 种 合适 的 具 
体 场合 ,被 赋予 种 种 具体 解释 ， 从 而 帮助 解决 实际 问题 . 
在 初等 微 积分 中 ， 我 们 已 经 见 到 这 门 数学 在 几何 学 与 经 
典 力学 领域 中 的 大 量 应 用 实例 . 读者 还 可 以 从 现代 各 门 
正在 发 展 着 的 应 用 科学 的 庞大 领域 中 ,不 断 发 现 近 、 现 代 
分 析 数学 扮演 着 何等 重要 的 工具 角色 ! 当然 ， 一 切 应 用 
都 无 非 是 普遍 模式 的 特殊 化 和 具体 化 而 已 . 

人 们 对 微 积分 主题 的 认识 ,是 逐步 深化 的 .在 柯 西 时 
代 , 人 们 主要 考虑 连续 函数 的 积分 . 在 微分 学 中 只 讨论 具 
有 以 连续 函数 为 导数 的 可 微 函 数 类 ， 以 及 可 以 展 成 宕 级 
数 的 解析 函数 类 .到 了 19 世 纪 下 半 叶 ,不 仅 多 元 微 积分 学 
有 了 很 大 的 发 展 ,而 且 柯 西 的 积分 概念 被 拓 广 成 黎 曼 (G-. 

30 


F. B. Riemann) 的 积分 概念 ， 使 得 可 以 被 积分 的 函数 类 
大 大 超出 了 连续 函数 类 . 接着 又 由 斯 带 尔 吉 斯 (Th. J. 
Stieltjes) 提 出 了 比 黎 曼 积分 更 广 的 积分 概念 ， 即 现代 应 
用 数学 中 常用 的 “ 黎 曼 -斯 蒂 尔 吉 斯 积分 ”. 

自从 19 世 纪 末期 出 现 了 集合 论 与 点 集 论 之 后 ， 通 过 
波 菜 尔 (E.F.E.J. Borel) 和 勒 风 格 (H. 工 . Lebesgue) 等 人 
的 相继 努力 ， 于 20 世 纪 开 始 的 年 代 里 又 形成 了 勒 只 格 测 
度 论 与 积分 论 ， 后 来 ,在 积分 论 的 研究 发 展 中 ,又 出 现 了 
勒 只 格 -斯 蒂 尔 吉 斯 积分 . 帕 梯 斯 (Pittis) 积 分 . 波 赫 纳 ($S. 
Bochner) 积 分 等 概念 .这 些 都 是 20 世 纪 中 叶 前 的 成 就 . 

微 积分 学 的 “灵魂 核心 ”就 是 著名 的 牛顿 - 莱 布 尼 英 
公式 ， 又 叫做 “积分 学 基本 定理 ”. 它 表明 了 积分 与 微分 
( 求 微 商 ) 互 为 反 运 算 过 程 的 基本 关系 .因此 ,伴随 着 积分 
概念 的 每 一 次 拓 广 ， 人 们 都 要 考察 微 商 (导数 ) 概 念 的 相 
应 更 新 ,以 便 使 上 述 基本 定理 采取 新 的 合理 形式 . 

古典 的 导数 概念 首先 是 由 狄 尼 (U. Dini) 拓 广 的 . 这 
样 ,许多 不 甚 光 滑 的 甚至 具有 激烈 振 葛 性 的 函数 ,也 可 以 
具有 狄 尼 导 数 . 与 此 有 关 的 一 些 发 展 ,这 里 不 能 细 说 了 . 
但 应 该 指出 ， 正 因为 微 积分 中 的 一 些 基本 概念 都 已 成 功 
地 拓 广 到 更 广泛 的 空间 和 更 一 般 的 函数 类 上 ， 所 以 在 现 
代 的 泛 函 分 析 中 还 出 现 了 弗 雷 谢 (R-M. Frechet) 微分 、 
索 伯 列 夫 (C.JI. Copomea) 导 数 以 及 一 般 广义 函数 的 导 函 
数 等 概念 .尽管 这 些 概念 的 抽象 程度 极 高 ,但 都 可 以 从 十 
典 的 微分 与 导数 概念 中 找到 它们 的 思想 本 源 . 

2. 柯 廿 的 积分 概念 
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参照 村 朗 (R. Courant) 的 观点 ， 先 讲 积分 后 讲 微分 
也 是 个 好 办 法 .现在 先 来 回顾 柯 西 的 积分 定义 . 
设 f€EB(I1), I=[a, bl].ib A ァ = ーー ,REZ,., 作 
区 辣 工 的 等 距 划 分 
4 : 5= Wo< 0 vw, =D， 
这 里 x,=a+tjAx( 其 中 j=0, 1,…，n). 令 了 =[x 
X 让 (其 中 1<j<n) 表 示 了 的 子 区 间 . 今 在 各 个 了 7, 中 任 取 
ーー Es€l,. 作 如 下 的 求 积 和 
8S,= 习 ed 
可 以 证 明 , 当 %~“ 时 ,极限 lim S。 必 存在 . 这 个 极限 就 
叫 作 函 数 fx) 在 [a, b] 上 的 定 积分 , 记 作 
ze : = lim 5,. 
证 明 需要 证 明 的 是 ,不 论点 6 El 是 怎样 取 法 , 极 
限 总 是 唯一 确定 的 .为 此 , 令 
47, = sup て げ ( る ) |s ED)}, m=inf{f(w) |v€L). 
分 别 作 大 和 与 小 和 ， 
8。= う ) Ms, 8。= う zo ds. 
显而易见 , 5S,<S,<5S..， 所 以 只 须 证 明 limS.= 1imS. 就 
可 以 了 . 根据 了 在 闭 区 间 工 上 的 一 致 连续 性 ， 可 知 对 任 


给 e>0, 总 存在 6>0, 使 当 Ax = ぐ 9 时 伍 有 (2M， 


ー7) て と ( 其 中 』= 1,.…,n), 由 此 可 见 , 只 须 当 n> ーー 


时 , 便 有 
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B,—8,= TM-m) doe 60)°s. 
任意 ,s>0 具有 任意 性 ,可 使 6 ->0 + , 故 得 
lim(S® — 8,) =0. (1) 
最 后 还 须 证 明 单 个 极限 lim S$, 或 lim S。 是 存在 的 . 
这 样 才能 断言 lim 5, = lim S, = lim S,. 
考虑 自然 数 子 序列 2", 其 中 me《Z;. 则 An 为 Asm 
的 加 细 划 分 ， 故 知 {Sm) 为 单调 增 序列 , {Ssm} 为 降序 列 ， 
它们 都 是 有 界 数列 ， 按 确 界 存 在 定理 ， 可 知 它们 都 有 确 
定 极 限 值 . 又 由 (1) 得 知 其 极限 是 相同 的 . 故 可 记 作 
limS，- = lims。 = の. (2) 
对 于 任意 划分 A, 和 As ,考虑 它们 共同 的 加 细 划 分 
= .显然 有 
SS ae SS ae SS (3) 
Sm"<S,xa" Hxa" Hs". (4) 
今 在 (4) 式 中 令 2 一 oo 取 极 限 , 则 由 (2) 得 知 
im 六 wxa” = lim S, om 一 也. 
从 而 ， 由 (3) 又 得 知 1 S,<L<5,. 因此 ， 根 据 (1)， 便 得 到 
im. = lims,= 工 . 这 就 完成 了 关于 极限 HHQS。 存 在 唯一 
性 的 证 明 - 
[特例 ] ” 试 取 后 = 所 , 则 有 


lim 访 f(a+ 过 (5- - の ) ーー 二 -| 


由 于 一 二 ”~0( 当 ヵ ーco 時 ) , 故人 们 常常 把 上 式 左 端 看 


或 为 无 穷 小 量 的 求 和 ， 
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3. 积分 中 值 定理 | 

注意 ,在 闭 区 间 [a, b] 上 的 连续 函数 f(x) 都 有 最 大 
值 和 最 小 值 . 也 即 存在 M 和 me 使 mM<1f(x)<M( 其 中 a 
<X&D). 由 求 积 和 定义 ,可 知 

me (ba) SM.(b a). 
因此 ， 
2r⑧-e) fdr<M. de. 
这 表明 积分 值 介 于 m(b -a) 与 AM(D-o) 之 间 ， 自然 ,可 
记 
| jz)az = (5 -a)，( 其 中 m<y<M). 


由 连续 函数 中 间 值 定理 ,可 知 存在 と ( 其 中 G<E<b)，, 使 
得 &= 了 (E). 这 就 得 到 了 “积分 中 值 公式 ， (又 称 中 值 定 
理 )， 

| aaz=Fe) .Ga ( 共 中 ec の. 


4. 积分 学 基本 定理 
积分 学 基本 定理 是 指 ， 求 微 商 ( 简 称 ‘ 求 导 ' ) 是 积分 
的 逆 运 算 . 设 J<< (TDD，T=[e，p8] 而 [a, ご [g。 8]. 则 


[a,b] 上 的 积分 | f(x)dx 依赖 于 积分 的 上 限 b 和 下 限 


4. 如 取 定 下 限 a, 而 只 让 b 变化 , 则 积分 值 便 是 上 限 b 的 
图 数 . 改 记 》 为 t, 则 积分 便 成 为 t 的 函数 ,可 记 为 


(の =| fv)ds. (1) 


现在 令 t 获得 一 个 增 量 At ( 仍 设 t+ Ate7), 则 
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ダ (# 2) = | flw)de. (2) 
向 (2) 减 去 (1) ,得 
Pet 4 の 7 が の =| gp. (3) 
甸 用 积分 中 值 定 理 , 可 得 
BPE+ の 一 が (の = る)・24。 くま 夏 . 


于 是 , 取 极 限 , 可 求 得 的 导数 为 
の = lim ニー ンー = lim fCé) = の 、 
这 里 ,我们 用 到 了 了 在 点 上 的 连续 性 . 

综 上 所 述 ,我 们 证 得 了 由 (1) 式 可 导出 


の 
-人 (の = げ ( の 。 (4) 
也 是 


| fo) de =f00). (4)* 


这 就 表明 -9 确实 是 的 逆 运 算 . 


通常 , 我 们 把 由 (1) 式 定义 的 五 数 F(t) 称 为 “不 定 积 
分 .因此 ,(4)" 或 (4) 即 表明 了 的 不 定 积分 经 求 导 后 便 可 
还 水 成 f. 

命题 “(1) 地 (4》” 叫 作 “ 积 分 学 基本 定理 的 第 一 形式 ”， 
利用 这 一 形式 , 便 可 计算 (1) 式 右 端的 积分 ， 人们 自然 想 
到 应 该 找 一 个 F(t),， 使 之 满足 形 如 (4) 式 的 简单 微分 方 
程 .但 满足 方程 (4) 的 F(t) 并 不 是 唯一 的 .因为 令 F(t) 加 
上 任意 常数 后 仍然 满足 原来 方程 . 现在 假定 F(t) 是 满足 
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方程 (4) 的 任 -- 函 数 , 它 未 必 恰 好 和 下 列 函 数 
Gt) = | 7(?)gg (5) 


相 一 致 。 这 时 ,根据 (4)*, 我 们 仍然 有 -4G(t) =f(t). 于 
是 ,和 (4) 式 相 比较 , 便 得 到 
あの - PODI = -ft) =0 (其 中 ic 
因此 G(t) -F(t) =K( 常 数 )， 也 即 G(t) = FCt) + 天 .但 
由 (5) 式 ， 可 上 昂 GC(a)= F(a)+K=0, 所 以 K = -Buy, 
也 即 G(t)= F(t) ~ F(a). 
综 上 所 述 ,我 们 证 得 了 由 (4) 式 可 导出 
| 7 の = の - Fo). (6) 
这 样 , 我 们 得 到 了 基本 定理 的 第 二 形式 ， 印 命题 “(4) 一 
《6)” .当然 ,(6) 式 也 可 以 表述 成 
| 匣 eya= 7 の ~ Fa). (6)* 
如 果 有 了 微分 概念 ,上 式 还 可 改写 成 
| ‘GF(w) ニア (の ~ Fa). 
这 又 进一步 表明 积分 是 微分 运算 的 逆 运 算 . 
上 述 互 道 运 算 关 系 的 发 现 , 是 和 牛顿 , 莱 布 尼 世 的 巨大 
功绩 ， 所 以 理应 把 微 积分 学 的 创始 归功 于 他 们 两 人 . 
_5. 微分 中 値 定 理 
通过 积分 学 基本 定理 ， 可 把 积分 中 值 公 式 立 即 转化 
为 微分 中 值 公式 .事实 上 ,我们 有 
う 6 


Bb)—F 本 
) = = pa | fd =f€) = Fé), 


这 里 假定 F 在 1 上 有 连续 导数 ,而 a<é6<b. 

无 论 是 微分 中 值 公式 或 积分 中 值 公 式 ， wa a 
与 b 相差 较 小 时 才 成 为 估算 的 有 用 工具 . 

最 后 ,让 我 们 补充 指出 ,在 定 积分 的 概念 中 ， 即使 把 
等 距 分 划 改 为 一 般 的 不 等 距 分 划 ， 只 须要 求 分 划 模 数 
1A.| = sup{(X;— X;1) | 1<j<n})>0( 当 一 时 )， 仍 
可 王 得 収 限 Hm ”。 的 存在 唯一 性 . 以 后 我 们 论述 黎 受 向 
分 时 ,还 将 回 到 这 一 课题 . 


五 、 微 商 与 微分 


1. 微分 与 导数 的 关系 

什么 是 微分 ? 它 和 导数 ( 微 商 ) 是 什么 关系 ? 两 者 在 
概念 上 有 无 从 属 关系 ? 这 些 都 是 微分 学 必须 讨论 的 回 
题 . 

设 函 数 y= 了 f(x) 在 点 x 有 导数 .此 时 ， 下 列 极限 行 
在 


ダー ザ " (の ) = -lim Y=lim ーー fed) 


o22Z wr0 
可 以 记 作 
学 -y gz->0 ( 当 dz->0 时 ). 
也 可 改写 成 
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イッ ニダ Te. 
这 里 出 现 的 余 项 e.Ay, 比 Ax->0 趋 零 更 快 ， 故 称 为 高 
级 无 穷 小 量 ' ,一 般 可 记 作 0(AXx). 又 ， 趋 零 变量 a 本身 
也 可 记 作 o(1). 意思 是 与 1 之 比 以 零 为 极限 . 
注意 ,在 关系 式 42 = A4x+o(A4x) 中 ，y = f(x) 是 
个 与 确定 的 x 有关 的 数值 , 当 Ax_>0 时 它 是 保持 不 变 的 ， 
换言之 ,Ay 的 主要 部 分 即 yy Ax 与 4x 始终 保持 线性 比 
例 关 系 ,其 比值 就 是 yy 
反之 ,如 果 在 已 知 点 ,函数 ッ = ポ を ) 的 改变 量 可 以 
表 成 Ay = .Ax+o(Ax), 其 中 不 依赖 于 Ax, 则 称 函 
数 了 在 点 x 是 ‘可 微 的 并且 有 导数 9/ = (x) = 入 
我 们 把 函数 的 改变 量 4y 的 主要 线性 部 分 记 作 dy 
= 和 人 Ax = y’'Ax, 这 就 叫 作 y 的 “微分 .特别 ， 如 果 取 y 
= バ %)= き テ , 別 y’=1, 此 时 dx = 1.Ax. 因此 ， 在 任何 函 
数 ッ = る) 前 微分 表 送 式 中 , 可 志 
99= ニ ゲ の = アプ. 
从 而 函数 y 的 微分 与 自 变量 微分 之 比 即 可 表 成 
Wy 
不 仅 如 此 ,如 果 x 不 是 自 变量 ， 而 是 一 个 新 的 自 变 
量 上 的 可 微 函 数 时 ,如 x= 9( 切 , 则 由 复合 函 数 的 求 呈 法 
则 ,可 得 
“ツバ の の)( み ニア (る) の (の み = ア (の )・w 
这 就 表明 ,不 管 x 古 目 变量 或 应 变量 (函数 ) ,y 的 微分 形 
到 9 の ⑦= ア ()dx = ydx 总 是 不 变 的 . 这 种 形式 上 的 不 变 
性 ,在 实际 运算 时 是 十 分 方便 的 
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综 上 所 述 ,就 一 元 函数 7 = f(x) 而 言 , 可 微 的 概念 
可 导 的 概念 是 一 致 的 ,而 微分 dy 就 是 函数 改变 量 AY 的 
线性 主要 部 分 . 它 和 导数 y' 有 关 , 但 一 般 说 来 , 和 作为 变 
化 率 的 导数 概念 并 无 从 属 关 系 . 当 我 们 考虑 多 元 函数 的 
可 微 映 射 时 ,就 可 看 出 可 向 是 比 可 导 更 强 的 概念 .因为 多 
元 函数 的 可 导 性 只 须 考虑 洛 着 某 一 方向 的 号 数 是 否 存 
在 ,而 可 微 性 是 要 在 一 点 的 整个 邻 域 中 考虑 的 ， 

・2. 多 元 函数 

在 讨论 一 元 函数 时 ,已 经 指出 ; 函数 就 是 映射 关系 . 
这 个 观点 可 用 以 表述 多 元 函数 ， 我 们 假定 读者 已 具备 线 
代数 的 初步 知 认 ， 已 经 知道 数值 矩阵 作为 线性 映射 ,能 把 
向 量 (点 ) 变 换 成 另 一 个 向 量 (点 )- / 

记 x=(X1, の "の %。), y= V1, *"*， y,), X=(X1, の 
二,) 等 为 n 维 向 量 空间 連中 的 列 向 量 .在 作 运 算 时 ,理应 


VT が + Ti 
Ds 
Vn 9 Yn 3 Tn * 
如 果 把 向 量 中 的 诺 分 量 看 成 坐标 值 , 则 *、 等 也 就 是 空 
回 ao 由 的 点 .所 以 ,在 下 面 的 论述 中 ,点 与 向 量 二 词 可 2 
交替 使 用 .特别 ， 2" 作 为 向 量 空间 ,有 有 如 下 一 组 基 ( 单 位 
向 量 )， 「 / 


1\: : 
© 三 9 从 ,三 0 
ls 6 


于 是 ,每 个 向 量 (点 )x<2 都 可 表示 成 基 向 量 的 线性 租 
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BD デニ 6。 二 … + X60. 每 两 点 xy 间 的 内 积 , 可 写成 <x， 
ア > うえ 特別 。<e,, > = 1, <e@,。e@,> =0( 其 中 # 交 . 
” 妆 数 的 绝对 值 概念 ,可 推广 成 “ 范 数 ?概念 , 即 

l= Vs = (Ba) 


由 线 代数 知 ,每 个 m xn 的 数值 矩阵 44= (cp)( 其 中 
1 = 1，… 。 j= 1…,n) 都 表现 为 一 个 从 n 维 空间 吉 " 到 
7 维 空间 农 " 的 线性 觅 射 (变换 ). 它 把 每 -点 * で の 映 
射 成 灾 " 中 的 一 点 ミ , 即 


ュー の 。。 1 ダ 」 
Ax = Ca WM an 。 3 = | ”3 =XE RR 
Ce ア 


其 中 区, = く @ の , 。 テ > -也 CoyX1y = (0 0X，) eS 22" .如 果 
4 的 元 素 依 赖 于 向 量 xz, 则 记 4=4. 
一 般 情形 , 令 Gc 为 宛 " 的 子 集 ( 可 以 是 开 区 域 或 
闭 区 域 ), 则 可 定义 从 で 到 弦 " 上 的 一 般 非 线性 映射 (也 
即 从 n 元 到 m 元 的 函数 )， 
ff: Gr RPR 
详细 写 出 来 ,就 是 X=f(x), xEG, XEW", 也 有 即 
(の) = (f(y,, eg … の 。) ) 
= (FE) で Bm, 
其 中 壤 = 太 (xz …。 x)， i=1,.,m. 因此 ,映射 J:Gr> 
グッ" 包含 有 mm 个 联 立 的 从 G 到 考 的 分 量 映 身 
方 : Gr レン 
这 里 假定 名 "与 守 。 部 具有 按 内 积 定义 的 范 数 
3. 连续 映射 
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对 于 了 Gm 弱 ", 如 果 对 任 给 >0, 总 存在 @>0, 使 
当 |* ェ ーッ | <6(x、y《G) 时 ,就 保证 有 |1(x) 一 f(y)|<， 
则 说 了 在 点 x “连续 ”. 

显而易见 ,线性 映射 4 是 连续 的 ,因为 有 

14 テ ーッ | =14(x 一 3) 一 0( 当 |x 一 了 | 一 0 时 ). 

4. 可 微 映 射 

映射 f: Gr 一统 "” 称 为 在 点 xEG 是 “可 微 " 的 ,如 果 存 
在 一 个 线性 映射 4.: Cr 家 ,使 对 任意 了 EC， 

f(y) -f(x) = 4。( ャ ー テ ) + R(x, や) 。 

其 中 R(x, y)E 统 ", 而 且 1R( テ *。 了 ア )| =o( マ ー テ |),。 也 
二 


]im [ROx,y)| 
Iy-xl»0 | アー ズ | 


映射 4。 就 叫 作 了 在 点 x 的 “微分 ” ,可 记 作 Df(x). 
所 以 微分 就 是 线性 映射 ， 由 它 给 出 的 [Df(x)j(y 一 x) 恰 
好 就 是 改变 量 f(y) -所 zx) (m 维 向 量 ) 的 主要 线性 部 
分 . 

不 难 证 明 如果 在 点 将 可 微 , 则 对 任意 と どど 。 

[の <)](>) = lim が ます を うー 
证 明 根据 微分 定义 
fy) — fx) =[ の が テ )]( ッ ター テ ) + R(x, y), 

其 中 | 了 -zx| 一 0 一 | 及 (xz，y)| 一 0. 现 在 我 们 有 


e+999 が ー[ の fx) (ay) + R(x,x +ay) 


=[ の が x)](y) + Rx,xt+ay), 
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并 且 
lim E(x,x+ay)| =]im [YIIB(x,x+ay) | 
ct- [a| GO ley| - 
这 就 证 明了 所 述 论断 . 
特别 , D(x) 在 基 向 量 < 上 取 的 值 叫 作 了 关于 坐标 
变量 x 的 ' 偏 导数 ' ,可 写成 
LV やり](e) = im T+ ge fCx) =- 合 co 
(其 中 % = 1。 "パッ 2)。 
当然 ， (xz) ep" カー 画数 身 時 四半 


2 た of Ofm 
(の, 2 いう 2 ば) )、 


由 上 所 述 ,只 要 假定 f 可 向 , 那 末 它 的 偏 导数 都 存在 ， 并 
且 就 等 于 Df(x) 在 各 个 基 向 量 上 取 的 信 这 里 我 们 不 加 
为 | 


の of, 

Bw (や ), Bw. (X) 
ee さと ーー Pe 
で)。 - 二 や) 9 


这 叫做 了 在 点 x 的 雅 可 比 (C. G. 了 Jacobi) 和 矩阵， 特别 ， 
m=1 时 , 记 Ax=(Ax,, .…, AX,), 则 CDI(x)]Ax 称 为 I 
在 x 的 全 微分 , 即 


_ 9f(x) Qf (x) 
RA Tan do, to dn, 


5. 泰勒 展开 定理 
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泰勒 展开 定理 的 重要 意义 ,在 于 表明 : 具有 上 +1 阶 
微分 的 函数 f, 可 以 用 次 多 项 式 进 行 局 部 逼近 ， 

先 回顾 一 元 函数 的 情形 . 

考虑 映射 了 灾 > 灾 .我 们 知道 ,在 x 点 的 导数 束 是 
微分 Dfx) 在 単位 向 量 上 的 値 . K 阶 导数 就 是 累 次 微分 
Drzf(x) 在 单位 向 量 上 的 值 . 可 用 记号 f(x), が (うー ッ 
(>) 来 表示 了 的 各 阶 导数 . 

头 勒 定理 ” 设 GC 灾 为 开 区 间 ， f: 家 > 宛 在 CE 上 
+1 次 可 微 . 则 对 于 x、.y<G, 必 有 x 和 ?之 间 的 一 点 2， 
使 得 


ia 本 
f 9 = が 2) + (Y— Tf (vm) t+ き ーー プ *( の ) 


(Vy 一作 ) 
十 (みあ 十 1 Pe (な )。 


证 明 若 x<y， 考 虑 区 间 [x, >] 否则 ,采用 区 间 
[ ツ , 雹 .引进 如 下 的 辅助 函数 


__ 7 (9 ター の * ps 
F(t) = げ ( ヶ 9) 一 が (⑫ 一 (y 一 共产 (有 一 … 一 而 げ *( の 


ー よき 生 3 
ーー | の - の ) - 9ー タ (6) 


(〈yー ダ )* (Fk+1)! 
2 ーー ンチ (の) トー ・ 


它 满足 条 件 F(x) = FCy) = 0、 因 此 , 应 用 微分 中 值 定理 
的 特例 , 即 罗 尔 (M. Rolle) 定 理 , 可 知 有 6(x, ), 使 得 
F'(E) = 0. 这 就 是 说 ， 

0 = の (る ) = -区 全 -人 
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所 x と (| 
ツー | の め - の ーーー ゴ (~) 9- の )* | (な 了 1)! 


k! 1 (ター の ) ル せま ・ 
简化 此 式 , 便 立即 得 到 泰勒 公式 . 
[特例 ] 対 子 k=0、k=1. 分 別 有 下 列 展 式 、 
1(9) = が る) + (9ー タ の ) ア (る ),( 其 中 ぁ < と ご の ). 
の = の +(9ー タ の ) ア (の うす 地 9ー の ザ ィ (どの),( 其 中 みごと ご の 


如 上 的 第 一 式 便 是 微分 中 值 公式 . 
6.， 多 元 泰勒 公式 
设 GC 过 " 为 n 维 开 区 域 ，f: GH> 殉 在 上 k+l1 
次 可 微 .又 设 xEG, yeG, 日 联结 点 x 和 点 的 直线 段 
位 于 G 中 . 在 从 x=(Xi, …, x,) 到 y=(y,， 下 
线段 上 我 们 得 到 一 个 变 元 上 的 函数 9。 即 
9《 の = が (の 9 一 の)。…。 の 。 す 2 ぬ ー の 。))。 


于 是 ,在 点 x+ i(y 一 x) 上 计算 偏 导数 ,可 得 
9 (の = D3 -0), 


まぁ 1 
_ 号 2 
97 (四 = ,之 ,死因 (9 一 0 一 27)， 


し ど M 
の の = 之 二 
の = の + の (の キー ト 訪 の (Or の の 。 
其 中 0 くく 1. 代 入 , 即 得 
fy) = や トラ る) 
て 了 1 ¢ 
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(一 の (ーー タダ う Tt 


1 a orf (x) 
本 1 ませ DO ODN (Ya Vn) 《yi -i D1,) (Yes is) 


这 就 是 n 元 实 值 函数 的 泰勒 公式 , 它 表 明 在 固定 点 x《G 
附近 的 函数 值 f(y)=f(y1，…, 》,) 可 用 多 元 多 项 式 加 以 
選 近 . 利 用 た =2 的 特例 , 还 可 以 讨论 多 元 函数 在 x 点 取 
到 相对 极 大 , 极 小 值 的 必要 条 件 与 充分 条 件 . 分 析 方 法 和 
一 元 函数 情形 相似 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 自行 完成 这 种 讨 
论 . 〔 


六 、 黎 螺 积 分 及 其 推广 


精通 柯 西 的 古典 积分 概念 之 后 ,人 们 自然 会 问 : 除 了 
连续 函数 外 ,什么 样 的 函数 还 可 以 进行 积分 ? 换 句 话说 ， 
对 什么 样 的 不 连续 函数 ， 仍 可 引进 定 积分 概念 ? 这 是 德 
国 数学 家 黎 曼 (G. F. B. Riemann) 最 先 研 究 的 问题 ， 他 
的 研究 结果 便 引 出 ' 黎 曼 积 分 概念 . 

下 面 我 们 要 讨论 多 元 函数 的 黎 曼 积分 ， 其 实 它 并 不 
比 一 元 函数 情形 增加 多 少 复杂 性 .为 此 ,首先 必须 略 述 豆 
维 闭 区 间 与 开 集 等 概念 . 

1. 闭 区 间 与 开 集 

记 x= (xi，…，xX。)E 思 "所谓 家 "中 的 一 个 下 维 
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闭 区 间 , 就 是 指点 集 
ィ ェ (rle < < る 。 $=1,.., し 。 
其 中 a,<b,. 自然 ， 1 的 体积 VD 应 由 下 式 给 出 
2D= 肛 Go= 全 -ao 
如 果 GC 多" 是 一 个 ヵ 维 开 集 ( 它 是 冤 中 开 区 间 梳 
念 的 拓 广 )， 则 有 不 相 重 蠢 的 闭 区 间 序 列 な 7 1,, 
使 得 


G = U 1; = ア , U UZ, U Se 


和 个 证 明 这 一 事实 耳 ， 读 者 不 妨 将 上 述 站 示 法 的 可 能 
性 视 为 开 集 的 一 个 特征 .于 是 G 的 “体积 " 即 定义 为 


v(G) = Bo). 


2" 中 有 毕 点 集 是 没有 体积 的 ;这 时 就 规定 其 体积 为 
零 . 设 bc 家 "如果 对 任 给 “>9, 痢 存在 有 限 个 闭 区 疗 1,、 
i た, 使 得 


心 瑟 U 2,, あう 9(4) ご g。 


別称 和 为 “ 零 体 积 点 集 " , 即 Y(⑮) =0. 

2， 有 界 函数 的 黎 曼 积分 

奴 了 为 于 维 闭 区 间 ， た 四 > 家 为 一 有 界 函 数 .所 谓 7 
的 一 个 区 间 划 分 Tl, sy 是 指 有 限 个 不 相 重 答 
的 闭 区 间 集 合 ,其 并 集 为 1 又 车 SCge*， 则 点 集 S 的 直 
径 是 4d(S) = sup| ァ ーッ | SS。 yES}. 于 是 ,划分 区 的 
模 数 定义 为 

『Zl =sup(acr,) |; =1, …。 8)., 
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对 以 下 所 论 , 读 者 当 不 难 发 现 ,其 思想 方法 与 柯 西 积 
分 概念 表述 法 有 许多 类 似 处 ， 甚至 关于 相应 命题 的 证 明 
也 十 分 相似 . z 
如 果 对 划分 T= {1 の ,了 中 的 区 间 上 了 又 进行 了 划 
分 , 则 得 到 加 细 划 分 fr 二 {J1,，"…，J]m}《 这 里 sm). 此 
时 , 称 zx/ 为 工 的 ' 骨 分 ， 记 作 7'>T, 或 < 
对 I 的 每 一 划分 元 二 {1,, “yy T ,引进 黎 曼 和 
UCf, m) = spf ls eI).00), 
LCf, ®) = 2 inf て fg) ls € 1}:00D). 


显然 し TX)<U(j， x) .由 于 在 的 细 分 "中 ,在 那些 
更 小 的 区 闻 上 ini 可 能 增 大 ,而 sup 可 能 减 小 ,上 故 知 
smoLfM EL EU fm) EU ,m). 
由 此 还 可 得 一 重要 推论 : 车 TX 与 7 "是 [ 的 任意 两 个 划 
分 , 则 必 とげ , x*)<U(f, T). 事实 上 ， 只 须 取 一 个 共同 
的 细 分 式 "> 工 ， xz" 之 T, 就 得 出 
LOf, ms) SL(f, 5") EU(f, の の) <U(f, 7). 
由 于 划分 的 细 分 过 程 总 是 使 LL 上升 而 U 下 降 , 故 对 
取 所 有 划分 {T} 而 言 , 按 确 界 存在 定理 ， 可 引进 如 下 的 高 “ 
积分 与 低 积分 概念 


-iaop Hm, | の の 


综 上 所 述 ,我 们 已 证 明 下 述 辅助 命题 : 
引 理 “对 于 每 一 个 有 界 函 数 ff: js 。 恒 有 
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[/ >| 7 

而 且 , 等 号 成 立 的 必要 与 充分 条 件 是 :对 于 任 给 s>0, 总 
有 了 的 划分 ァ 。 使 得 り げ , ァ ) -( カ ァ ) < 

特别 ， 如 果 | = 上, 则 称 了 在 工 上 为 黎 曼 可 积 ' ,可 
记 为 |f 或 | f(x)ax. / 

注意 ， 一 元 函数 的 一 致 连续 性 概念 可 以 推广 到 多 元 
图 数 ,而且 不 难 类 似 地 证 明 :“ 凡 是 在 闭 区 间 1 上 连续 的 
元 函数 ,一 定 是 一 致 连续 的 . "由 此 立即 可 证 重要 命题 
“车 f: I >B 连续 , 则 了 为 可 积 *. 

证 明 任 给 。>0. 由 一 致 连续 性 可 知 , 有 06>0， 当 
x、 ツ で す 且 | テー ッ | <9 时 , 恒 有 


8 
| が タ ) る ) | くる ⑦ ・ 


设 = {1,…,1,) 是 I 的 一 个 划分 , 模 数 zl <6. 则 
Up 四- 有] 由 = snp( プ (の ) Iv € 11)oll,) 
ー Sinf{ f(s) 1s € LyolT,) 
ea 3 [sup の |g 万 ) mf(7 の le の )e7) 
sy v(1) = 8， 


疏 由 引 理 , 便 证 得 为 黎 曼 可 积 . 
3. 条 曼 可 积 的 充 要 条 件 
勒 贝 格 于 1904 年 在 k 积 分 与 原 函 数 研 究 》 的 著名 论文 
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中 证 明了 有 办 函数 袭 曼 可 积 的 必要 与 充分 条 件 是 ,不 过 
由 点 构成 一 个 零 体积 点 集 ， 这 就 彻底 解决 了 系 曼 可 积 芋 
问题 ， 下 面 就 闭 区 闻 IE BS" 上 的 有 界 函 数 了 来 论 还 一 
司 题 先 定义 了 在 一 点 xeI 的 (振幅 .对 于 每 一 个 > ， 
记 

Wo) = sup( FD I ly— ol 6) -inf {FW yo 0 
于 是 , f 在 x 的 (振幅 ' 就 是 下 列 极限 但 

W(%) =limW, (の ) . 

品 然 , 内 有 当 す 在 点 连续 时 W(X) = 0 .一 般 情 形 W (xX) 
みり . 

疯 在 ,利用 我 们 在 前 面 得 到 的 引 理 ,就 可 以 来 建立 六 
二 委 曼 可 积 性 的 特征 定理 :“ 设 人 :1 多 为 有 界 函 煞 ， 屠 
未 , 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 zk> 0， 全 体 使 ， 的 振幅 大 于 或 
各 于 的 点 成 一 零 体 积 集合 时 ,了 为 黎 曼 可 积 . 

证 明 ”假设 定理 中 的 条 件 成 立 ， 任 意 给 定 2>0. 汶 
丰 工 中 的 不 连续 点 的 点 集 ( 当 了 连续 时 ， 此 点 集 为 空 
集 ): 

S,= {7IW (2) >8), 

由 于 Vv(S,)=0, 故 S, 可 为 中 的 不 相 重 又 的 闭 区 间 所 
村 着 ,而 这 些 区 间 的 体积 之 和 小 于 3 ， 此 处 为 [f(x)| 
在 1 上 的 上 确 界 .这 些 区 间 避 以 微微 地 延 拓 成 开 区 间 也 ， 
J，, 而 使 其 体积 之 和 仍 小 于 5 .于 是 , 余 集 U7 


为 一 闭 集 ， 1 在 此 闭 集 上 各 点 的 振 巾 均 小 于 E， 类似 于 
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证 明 一 致 连续 性 那样 ， 可 以 找到 关于 该 余 集 的 一 个 划分 
{1,14,…,1,) ,使 得 对 于 YS 其 中 j=1,…,r), 恒 有 
|f(x) ~1(y)| <g. 「 

再 任 取 I 的 划分 xt = {ls Es i や オナ 。 
于 是 ,根据 黎 曼 和 的 定义 , 易 兄 

UC(f, を) 一 也 (六 wy さく g・ の ( 了 ) +2M.(e/2M ) = (1 +v(7))s, 

因 可 使 e->0+, 故 由 引 理 得 知 f 为 黎 曼 可 积 ， 

反之 ,假如 定理 条 件 不 满足 . 则 存在 -个 K>0, 使 点 
集 S。 = (| WC*) テム) 的 体 息 VS り >0. 因 此 存 在 9>0. 
只 要 当 1 "yy L 徐 普 mx 时 ,总 有 


3 v(D)>8. 


是 内 点 中 含有 5， 之 反 的 那些 区 间 . 改 如 上 形式 的 不 等 
式 总 成 立 .因此 | 


7( ア の ーー Bp mas bi に e(7 う > 


这 表明 必然 是 | 7 > |/f. 故 不 可 积 .定理 得 证 


[特例 ] 在 一 维 区 间 7 内 ， 任 意 有 限 多 个 点 的 体积 
为 零 ， 在 二 维 区 间 7 ,任意 有 限 多 条 直线 的 体积 为 零 ， 


/连续 点 , 它 总 是 黎 曼 可 积 的 . 凡 有 界 的 二 元 函数 , 妈 
使 在 7 で 3 站 的 任意 有 限 多 条 直线 段 上 不 连续 ， 也 不 损 
韦 它 的 黎 曼 可 积 性 .其 余 仿 此 类 推 “ 

4， 开 集 上 的 黎 曼 积分 
っ 0 


设 GC 罗 "为 m 维 开 集 , 7:G> 究 为 非 负 函 数 , 且 在 
G 中 的 每 一 个 闭 区 间 上 都 可 积 .这 就 导致 了 必定 在 心中 
的 每 个 闭 区 间 上 是 有 界 的 ,但 了 在 整个 C 上 却 可 能 是 无 
界 的 . 


设 1 ， 1,, … 为 不 相 重 谷 的 闭 区 间 ,其 并 集 为 G, 且 
使 G 中 的 每 个 有 界 闭 集 都 包含 于 其 有 限 个 的 并 集中 . 那 
未 非 负 函数 了 在 G 上 的 积分 便 定 义 为 


= る fa / 
这 个 积分 值 是 非 负 的 ,也 可 能 取 值 + co( 正 元 限 ). 

对 于 一 般 的 函数 f, 可 分 解 为 两 个 非 负 函数 之 差 . 令 
f+(x) =max{f(x), 0}, f° (x)= -min{f(x), 0}. 于 大 
f(x) = が (x) 一 f(x), 且 f+ 和 f 都 是 非 负 函 数 .这 里 不 加 
证 明 地 指出 ,“ 设 了 是 闭 区 间 上 的 函数 , 那 玉 , 当 且 仪 妆 


7 和 了 都 可 邊 時 7 为 可 积 ， 此 时 ,有 [f= | アー 


根据 上 述 命 古 , 即 可 给 出 一 般 函 数 的 黎 曼 积分 定 叉 : 
4 役 了 で っ 完 , 此 邊 GC 胞 为 一 开 集 . 如 果 f 在 每 一 个 团 


区 间 ICG 上 都 可 积 , 且 积分 | 六 与 | 三 中 至 少 有 一 个 
取 有 限 值 , 那 末 就 说 在 G 上 可 积 .” 只 要 了 在 G 上 可 
积 ,就 可 写成 

| 
当然 这 也 是 一 个 定义 . 据 此 , 若 | 六 = ,而 | 六 < 一 ，, 则 
定义 | f=; 车 |,f*<“ 而 f= 则 定义 |f= ーー 
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顺便 指出 ,在 现代 的 积分 论著 作 中 , 常 把 + co 与 一 co 
视 为 广义 实数 ， 但 这 只 能 看 成 是 一 种 方便 的 说 法 ， 由 于 
它们 不 在 数 域 中 , 故 不 能 任意 作 运 算 . 全 于 建立 了 ' 非 标 
准 数 域 ' 之 后 , 那 当 然 是 另外 一 回 事 了 . 

5， 黎 曼 积 分 的 一 个 推广 

作为 黎 曼 积分 的 一 个 简单 而 自然 的 拓 广 ,就 是 ‘斯 蒂 
尔 吉 斯 (Th. J. Stieltjes) 积 分 .这 里 ,只 就 一 元 函数 的 情 
形 , 略 述 其 大 意 . 

记 1= [a, 妇 ， 设 天 I 多 和 g: 1 多 为 给 定 的 二 
个 函数 . 作 划 分 A: 4=Xo<Xi<…<<X,=b， 其 模 数 为 
A 任意 选取 é&, ET1= [x,,x,;:]( 其 中 i=0,1,.,n 1). 


如 果 存 在 下 述 极限 
lim 3 f(E) L981) — 9(%) ]。 


PIE スリ 


并 且 ,其 极限 值 与 划分 方式 无 关 , 还 和 点 & 的 选 法 无 关 ， 
那 来 这 个 极限 值 就 叫 作 函数 f(x) 关 于 g(x) 从 a 到 5 的 


“斯 还 尔 吉 斯 积分 ", 记 作 f(x)ag(x). 
往 下 我 们 假定 g 是 I 上 的 有 界 的 单调 非 降 函数 ， 从 
而 (えー の (テテ 0, 面 且 「 
[ge4 rg = yay. 
这 样 一 来 ， 儿子 完全 可 以 照 套 前 面 关 于 论述 黎 曼 积分 存 
在 性 的 思想 方法 ,去 得 出 某 些 相 类 似 的 命题 ， 
对 于 I= [a， b] 上 的 有 界 函 数 , 仿 黎 曙 和 的 形式 , 记 


U(f, 4)= 3 Sup{ f(%) Jv € Zr}L9 (wy,,) ー の (の) ]。 


っ 2 


L(f, ④ = Sinf{ flo) |s€ Ti}L9 (me) ~ 96010). 
如果 人 是 A 的 细 分 , 即 A'>>A, 则 同 理 可 得 

L(Ff, DE, 4)<U(F, 4)<U(, 4). 
考点 取 多 所 有 划分 时 ， 应 用 确 界 存在 定理 同样 地 可 以 定 
义 高 , 低 积 分 


{fay =inf{U(f, 4)|4), | fag=sup{(L(f, 4)14). 


显然 | f dg> | 了 ag. 特别, 当 等 号 成 立时 , 便 得 到 斯 蒂 尔 
吉 斯 积分 

{fa -| 7a=1|， プ (z)@9() . 
因此 ,类 似 于 黎 曼 积分 的 推理 ,我 们 也 有 如 下 的 一 个 基本 
命题 . 

引 理 ”斯 蒂 尔 吉 斯 积分 存在 的 必要 与 充分 条 件 是 ， 

对 于 任 给 E>0, 总 有 了 的 一 个 划分 A 使 得 0 げ , 4A) - 工 
(f, A)<e .也 就 是 说 ， 

Iim [ り ( 了 げ , 4)ー ル (7, d)]=10. 


应 用 这 引 理 ， 即 可 证 得 重要 定理 :“ 若 了 (x)E 名 (IT)， 
则 积分 | 7(x)99(*) 必 存在 ." 
正明 ”由 一 致 连续 性 ,对 任 给 E>0, 可 知 总 存在 6> 
0 ,使 当 14l く 9 时 , 恒 有 
supt げ (る) |) inf( げ (の ) 12 と は ぐる 。 
其 中 た =0,1, …。 hn 一 1. 于 是 
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りさ 0( 放 プー アカ ( プ , ④ Sa[g( の - 9(@)]. 

这 表明 141->0 ラ [CO げ , A) - と (7 人 A)]->0., 故 定理 为 真 . 

6. 有 界 变 差 函数 的 积分 

如 果 函 数 7:7 三 [og, り に 宅 能 表示 成 两 个 有 界 的 单调 
非 降 函 数 之 差 , 如 

の (②) = の (Z) ~ bw), (2 € 7) 

此 处 四 (x) 与 庆 x) 均 为 非 降 函 数 ， 那 示 就 称 g 为 有 界 变 
差 函 数 ， 由 此 定义 立即 推 知 ， 任何 两 个 有 界 变 差 函 数 的 
和 、 差 及 乘积 也 都 是 有 界 变 差 函 数 、 

利用 上 面 已 经 证 过 的 定理 ,可 推 得 下 列 二 论断 (也 可 
作为 定理 看 待 )， 

(i) 车 g(x) 为 1 上 的 有 界 变 差 函数 ， 而 JE 有 (7) , 则 
1 了 关于 9 在 :7 上 的 斯 蒂 尔 吉 斯 积分 存在 . 

事实 上 ,如 果 9 = 由- 切 , 其 中 由 与 翅 为 非 降 函数 , 则 

| 7 ageo = | few) %@) -| egw@、 

(过 ) 车 f(x) 为 I 上 的 有 界 变 差 函 数 , 而 g& (了), 则 
1 关于 9 的 斯 蒂 尔 吉 斯 积分 存在 ， 而 且 有 如 下 的 分 部 积 
分 公式 

| の dge) = の 9⑧ -Feygka) - 12 の e7@、 


注意 ,在 上 述 公式 中 , 与 9 的 地 位 是 对 称 的 . 在 它 
们 中 ,只 要 有 一 个 是 连续 的 ， 一 个 是 有 界 变 差 的 , 那 未 } 
关于 9 以 及 g 关 于 的 一 对 斯 还 尔 吉 斯 积分 都 必 司 时 在 
在 . 
现在 来 证 明 论断 (这 )， 
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任 取 1 的 划分 A= {lo, 1，…， 1,_1} ,对 和 式 
ef, の = DFE Lg ss) 一 gc]， (Er € D5) 
利用 阿 贝尔 的 分 部 求 和 法 ,可 将 它 改写 成 
gf, DS gE -FE I- gE fe) 


ー の コー 9 の [の -HE 

+ 6)9(6) - 放 @)9(9) | 
注意 是 有 差 变 差 函 数 , 故 根据 论断 (1)， 9 关于 了 的 积 
分 是 存在 的 ,从 而 上 式 右 端 含有 E， 局 ，…，E 各 点 的 


淡 项 的 和 式 (共有 n+1 项 ) 于 1A|->0 时 以 上.9 df 为 极 
限 .这 说 明 の け , AI) 的 极限 是 存在 的 ， 通过 极限 手续 便 得 
出 
7= ー ト 7+ の 9(⑥ - 災 の 
故 知花 断 ( せ ) 成 立 . 
7 了 7， 广义 积分 
有 界 变 差 函 数 7:# つ 沈 如果 在 『 号 Lc, 如] 上 符合 条件 _ 
7(@) = 0。 
gm) = 工 [gz+)+g(z 一 )]， (@ ご * マ 5) 
就 称 9 为 正规 化 有 界 变 差 函数 . 
考虑 无 限 区 间 Je@[a,ceo)， 疫 7 で の (すず ), 又 设 对 于 每 
个 M>0,g(X) 是 [a,MI 上 的 正规 化 有 界 变 差 消 数 . 于 是 
f 关于 9 在 [a, ぐ ) 上 的 :广义 积分 即 定义 为 
| 7@) 99(@) = im “ @)99⑤ 


うつ 


当 上 述 极限 存在 时 , 称 积分 为 收敛 ,否则 称 为 发 散 ， 同 样 
可 规定 L- <，a) 上 广义 积分 的 概念 .又 ,(- co, oo) 上 前 
广义 积分 可 由 下 式 定义 


| 7 we = | 7 の +| の dg@)。 


这 里 假定 f€ 儿 ( 统 ), 又 g(x) 在 任何 有 限 区 间 [a, B81c 弗 
上 都 是 有 界 変 差 画 数 . 

最 后 ,值得 补充 指出 ,积分 是 一 种 兼 具有 计算 与 表现 
双重 职能 的 数学 工具 .例如 在 现代 泛 函 分 析 中 ,积分 党 被 
用 来 表现 若干 类 重要 的 线性 泛 函 ， 或 者 作为 解决 微分 方 
程 等 问题 所 需要 的 线性 变换 工具 . 在 应 用 上 特别 重要 的 
线性 映射 ， 如 傅 里 时 (J. B. J. Fourier) 变 换 、 拉 普 拉 斯 
(P. S. M. de Laplace) 变 换 等 ,都 是 借助 于 特种 形式 的 广 
义 积分 来 表现 的 .这 些 积分 变换 所 定义 的 函数 类 ,已 被 拓 
三 成 广义 函数 类 .正如 1984 年 出 版 的 《美国 数学 的 现在 
各 未 来 》(Renewing U. S. Mathematics, 周 仲 良 译 ,复旦 
大 学 出 版 社 1986 年 版 ) 一 书 中 指出 的 ,“ 积 分 变换 的 另 
一 方向 上 的 推广 是 由 1916 一 1917 年 左右 由 让 克 (P. 
Funk) 和 拉 顿 (Raden) 做 出 来 的 . 那 是 将 函数 f(x) 的 恋 
换 定 义 为 沿 一 条 曲线 (点 集 ) 上 的 积分 ， 而 原来 的 了 可 从 
它 的 拉 顿 变换 中 重新 造 出 来 .经 过 60 来 年 ,物理 学 家 柯 麦 
克 (Cormack ) 在 题 为 《函数 的 线 积分 表示 法 》 论 文中 阐明 
了 如 何 根据 X 射线 的 观测 再 造 出 图 象 来 .这 一 思想 在 实 
践 中 的 发 展 导致 了 计算 机 辅助 层面 摄影 的 出 现 ， 并 获得 
1979 年 诺 贝尔 医学 奖 ,” 


Ce 


七 、 图 数 级 数 


图 数 级 数 "就 是 由 一 申 (通常 是 无 穷 多 个 ) 函 数 相 加 
爸 成 的 级 数 . 这 种 级 数 既 是 表现 函数 的 工具 ， 又 是 用 来 
进行 计算 的 工具 ， 在 微 积分 学 中 , 主要 考虑 的 问题 是 ;在 
什么 样 的 条 件 下 ， 函 数 级 数 可 以 逐 项 积分 和 逐 项 求 导 ? 

其 体 地 说 ,如 果 假 设 各 个 (>) 都 是 I= [a, ] 上 的 
连续 函数 (其 中 k=1, 2, 3, …), 且 有 如 下 的 级 数 和 


2 (の ) = (2) + Wav) + uss) + = Hv), 
这 里 的 SCx) 叫 做 级 数 的 “和 函数 ” ; 那 末 试问 在 什么 条 件 
下 能 保证 可 以 进行 如 下 所 示 的 逐 项 积分 ， 
[sow-F(Swoje-eoen 


义 假如 各 个 w(x) 都 是 (a, ち ) 上 的 可 微 函 数 ， 则 可 以 间 
在 什么 条 件 下 能 进行 逐 项 求 导 ， 


5D) = 六 = 六 各)= 


上 述 两 个 间 题 ,19 世 纪 20 年 代 初 在 柯 西 出 版 的 《分 析 
教程 》 名 车 中 已 有 所 论述 ,但 由 于 当时 柯 西 的 头脑 里 还 未 
形成 “一 致 收敛 性 "概念 ， 以 致 他 曾 依 靠 直 观 作 出 了 一 些 
错误 的 论断 . 

1. 阿 贝 尔 的 反例 

柯 西 的 一 个 主要 疏忽 是 ， 他 误 认为 由 连续 函数 项 作 


& 了 


成 的 级 数 尺 w(x) 之 和 S(x) 也 一 定 是 连续 函数 ， 另 一 
太 醇 忽 是 ,他 误 以 为 上 述 的 函数 级 数 总 可 以 逐 项 积分 ,而 
忽 饮 了 “一 致 收敛 性 ”的 要 求 ， 当 年 挪威 的 青年 数学 家 
阿 贝 尔 (N. H. Abel) 已 经 通晓 傅 里 叶 级 数 概 念 ， 他 知 
道 函 数 S(x) = 太 在 弁 区 同 (- ァ 。 ァ ) 中 的 “ 传 里 叶 展 开 
是 


， sin 2 Sin 3 jn4 
ヨー の 3 本 
2 3 4 


因为 这 是 一 个 以 2z 为 周期 的 函数 级 数 ,所 以 , 它 表 示 了 
一 个 周期 函数 ,从 而 , 它 在 每 个 2 长 的 区 间 内 的 图 形 和 


トー Tt) 内 的 函数 y= 图 形 (直线 段 ) 是 一 致 的 ， 因 
此 ,在 整个 区 间 ( - so, oo) 内 昭 数 级 数 所 代表 的 和 函数 的 
图 形 ， 便 是 一 串 以 -为 斜率 的 折线 段 

这 样 ， 上 述 的 连续 函数 项 作 成 的 级 数 在 每 个 点 
X= (2k +1)x 处 都 是 不 连续 的 . 事实 上 ,其 左右 极限 分 
别 为 SC(②k+1 ァ ー) = そ 。 SC((2k+1) ァ +) = ー テ , 其 
中 KEZ | 

阿 只 尔 曾 在 1826 年 的 著名 论文 中 举 出 了 了 上述 反例 ， 
并 婉转 地 指出 了 柯 西 的 朴 忽 ， 他 写 道 :可 惜 柯 西 先生 的 
结论 未 能 排除 例外 . …… 在 阿 贝 尔 的 论文 中 ， 他 还 利用 
一 致 收敛 的 思想 ,正确 地 证 明 了 “连续 函数 为 项 的 -- 个 一 


28 | 


至 收敛 级 数 的 和 ,在 收敛 区 域内 部 是 连续 的 。 可 惜 阿 贝 
尔 当 时 没有 从 中 把 一 致 收敛 的 性 质 抽象 概括 出 来 ， 形成 
普 過 概 念 . 

一 致 收敛 的 一 般 概 念 , 是 在 1842 年 由 外 尔 斯 特 拉 斯 
提出 的 . 英国 的 第 一 流 数 学 物理 学 家 斯 托 殉 斯 (G. G. 
Stokes) 也 在 1848 年 发 现 这 一 概念 ， 过 不 多 同一 有 时间, 德 
因 的 赛 德 尔 (W. P. Seidel) 也 认识 到 这 一 重要 概念 .至 
于 分 析 学 疯 基 者 柯 西 本 人 ， 最 后 也 还 是 认识 到 ,为 了 有 断言 
连续 画 数 的 级 数 的 和 一 定 连续 ,需要 一 致 收敛 性 条 件 .这 
号 他 出 版 名 著 《 分 析 教 程 3 时 已 相隔 30 年 了 

4， 一 致 收敛 性 概念 


给 定 某 个 区 间 工 上 的 一 个 函数 级 数 马 ws(x) (其 中 

% を の. 如果 対 毎 点 xE7 ,都 有 

了 wlz) =8(z)， 或 lim > tw(@) = S(o)， 
则 称 该 函数 级 数 逐 点 收敛 到 S(X). 用 s-N 准则 来 说 ， 
便 是 :对 每 个 xeT, 任 给 e>0， 总 有 一 个 正 数 N=N(e， 
xj) ,通常 依赖 于 ど 种 Xy 使 得 

n>N=N(e,g) = | ざ (2) — の]| <s。 

所 谓 一 致 收敛 性 ,就 是 说 ,对 任 给 e>0。 总 有 一 个 不 
依赖 于 x 的 正 数 = 六 (e), 它 只 与 8 有 关 ， 使 得 对 一 切 
xX&€1 都 有 | ー 

> が = が の っ | の - の |<s 

因为 如 上 刻画 趋 近 速度 的 关系 式 (不等式 ) 対 全体 
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xeT 是 ~" 致 地 成 立 的 , 所 以 也 就 称 它 为 一 致 收敛 性 . 可 
以 简 记 成 部 W(x) 访 S(x), x EI, (n>o0). 


一 致 收敛 性 的 几何 意义 是 很 明显 的 . 设想 和 函数 
y=S(x) (其 中 7) 是 一 条 曲线 (可 以 是 不 连续 的 )， 
S.(*) = w(*) (其 中 =1, 2，3，…) 是 一 系列 曲线 . 
两 条 曲线 
y=)—s8, タニ (の) 圭 8 ( 々 と 了 ) 
构成 坐标 平面 上 的 一 条 带 状 区 域 (或 许 有 间断 )， 可 称 它 
为 ?= S(x) 的 “e- 走 廊 ” . 一 致 收敛 性 S、(x) う S(x 前 意 
思 就 是 说 ,只 要 n>N =N(e)， 则 一 切 曲线 y=S,(x) 便 
全 部 进入 y=S(x) 的 “e- 走 廊 ” 内 , 也 即 
IS(e) Sa る) | <e. (n>N, みる と の 

读者 或 许 会 提问 :在 逐 点 收敛 性 定义 中 已 经 有 N(s， 

x) .为 了 找到 一 个 适用 于 一 切 x 的 N(e), 可 否 取 
が (8s) : = sup{N(e, 2) 2 と 人 の? 

当然 ,如 果 上 面 的 上 确 界 确实 是 个 有 限 数 , 则 如 上 选取 的 
N(s) 便 符合 一 致 收敛 性 要 求 ， 换 句 话说, 当 上 述 上 确 界 
对 每 个 e>0 都 存在 时 ， 冰 数 级 数 在 1 上 必定 是 一 致 收 
敛 的 . 但 如 果 sup{N(e, x)} = +ce， 则 将 是 另 一 回 事 
了 .读者 还 可 以 进一步 思考 一 下 :“ 非 一 致 收敛 性 ?应 该 怎 
样 表述 明白 . 

通常 ,把 不 等 式 |S(x) - SCx)| <g( 其 中 xE7) 称 之 
为 “部 分 和 S,(x) 对 和 函数 的 逼近 偏差 为 e? ;因此 ,S,(x) 
对 SC(x) 的 一 致 收敛 性 在 函数 有 逼近 论 中 又 名作 “一 臻 逼近 
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人 性" .如 果 ?5(x) 也 是 连续 函数 , 则 
ma の |( み ) 一 め s( の ) | 8. 
这 时 e 便 叫 作 S.(xX) 对 于 SC) 的 偽 差 ( 或 仙 近 度 ). 显 
然 , 逼 近 度 是 个 宏观 概念 , 它 是 对 整个 区 间 1 上 的 函数 而 
育 的 . 「 
3. 達 筑 函数 的 粗 数 達 筑 性 定理 


如 果 某 区 间 上 的 连续 函数 的 级 数 wa( テ ) 一 致 政 


化 到 S(x), 那 末 , 和 函数 S(X) 也 是 连续 函数 . 
正明 只 须 证 明 对 每 点 X。 で 了 都 有 
wm 《其 中 IE 一 |S(w) 一 S(w,)|—>0, 

用 2-6 准则 来 表述 , 便 是 ,对 任 给 s>0, 必 有 6>0， 使 

得 
Is-%1<6 = |S(yw) (ez。) | で 8。 

记 8.(x) = 選 (). 显而易见 

IS(z) 一 ざ (gw。) | = 1S(g) — S,(%) + Sm) — SC の) + Sv0) 一 (の 。) | 
SS の) — Sm)| 84(2) 一 で (の 。) | + 8。(2。) 

ー ざ (の 。) | . 


按 一 致 收 化 性 .可 选取 パ =N(g)>0,。 使 得 
n>N っ [SG の 8.(@) | < 全 , 
っ 15ee)-S(eD| <le. 
固定 选取 n=NN, 则 Sa(%) 旭 途 針 員 数 , 故 有 9>0, 使 得 


|IZ- の |<0 = IS。(@) 8.(e。) | <-58. 


6 1 


从 而 
IS(z) 一 六 (zu) | ぐっ + +Le 一 如 


3 

由 此 证 明了 函数 S(x) 的 连续 性 . 

4， 逐 项 积分 定理 

这 个 定理 就 是 断言 “凡是 在 区 间 I= [a, 6] 上 一 臻 
收敛 的 连续 函数 的 级 数 > zu(x) = S(x)， 一 定 是 可 以 逐 
项 积分 的 .就 是 说 : 

| S (x) ax = | Wr Wd. 

正明 对 任 给 g>0, 按 一 致 收敛 性 , 可 得 N =N(e) 

>0, 使 得 当 n>N 时 ,保证 有 


Im@ =|S⑨- Puls) | < デー (? そ の) 
因此 | z ' 
eew- B) meas| = |] (sew Be jo 
= の wic| 174(@) | あご る 8. (n> WN) 


最 后 使 e->0 + (相应 地 n->), 即 得 
1 so- 下 让 | we. 
这 样 便 证 明了 逐 项 积分 定理 . 
5. 逐 项 求 导 定理 


这 个 定理 要 求 逐 项 求 导 后 的 级 数 在 一 个 区 间 内 是 一 
致 收敛 的 ,因而 很 容易 地 从 逐 项 积分 定理 把 它 推导 出 来 . 


求 导 定理 是 说 :如果 在 区 间 (a, b) 内 S(x) = や (>), 
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而 且 忆 发 (x) 在 (&，b) 内 是 一 致 收敛 的 连续 函数 的 级 
数 , 那 末 就 有 S'(x) = や we).? 
证 明 设 c<xo<x<b. 显 然 可 写 
S(z) 8(%。) = [we) ww)]。 
由 积分 学 基本 定理 ,可 知 上 式 又 可 写成 
So) ~ ぎ (e。) = や | (の の の 


又 因 在 (a, 5) 内 や 婦 G) 是 一 致 收敛 的 ， 故 由 逐 项 积分 
定理 可 知 上 式 也 可 表 成 
S(z) -So) = | Sa. 


由 此 可 见 ， 上 式 两 端 都 是 x 的 可 微 函数 ， 因 此 上 式 等 价 
3 


| SGDd=| ， DO 

最 后 ,对 两 端 求 导 , 就 得 到 要 证 明 的 结论 ， 

在 一 般 微 积分 教科 书 中 ,可 以 找到 大 量 例子 ， 以 说 明 
尿 项 积分 与 逐 项 求 导 定 理 的 具体 应 用 .， 

6. 级 数 连 续 性 的 充 要 条 件 

注意 前 面 我 们 在 证 明 “ 级 数 连续 性 定理 "时 ， 实 际 上 
只 用 到 了 级 数 在 每 点 邻 域内 的 一 致 收敛 性 . 这 就 启发 人 
们 去 寻找 函数 级 数 连续 性 的 充 要 条 件 . 这 一 研究 课题 是 
由 意大利 的 分 析 学 家 阿尔 齐 拉 (C. Arzela) 在 19 世纪 末 
完成 的 .他 首先 引进 了 “次 一 致 收敛 性 ”(Sub-uniform 
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convergence) 概 念 , 即 下 述 定义 ， 

对 于 任 给 >0 及 正 整数 m, 如 果 区 间 了 = [a, ち ] 意 
可 以 由 一 批 小 的 开 区 间 1 ，71，…，T 所 盖 满 ?对 
于 这 些小 区 间 ， 又 相应 地 存在 一 批 全 都 大 于 m 的 整数 
Nai， Va っ Ne 使 得 


wv € ice)s n= No) ニタ 17。( の ) | Ss | や (の) | 8。 


此 处 j=1,…, P. 这 样 , 就 说 级 数 习 zu(x) 在 [a, 上 
为 次 一 致 收敛 . 

有 了 这 个 概念 ， 就 可 以 把 全 区 间 上 的 一 致 收敛 性 条 
件 减 弱 成 为 各 个 局 部 小 区 闻 上 的 收敛 性 要 求 .于 是 ,经 过 
精心 分 析 ,阿尔 齐 拉 便 证 明了 下 述 定理 ， 

“ 設 る Cx) = SC(x)， 其 中 各 个 w(x) 都 是 区 间 [a， 
b] 上 的 连续 函数 . 那 末 ,和 函数 S(x) 在 [c, bj 上 连续 的 
必要 与 充分 条 件 是 ,该 函数 级 数 在 [a, b] 上 为 次 一 致 收 
化 .” 

为 节约 篇 幅 , 这 里 就 不 给 出 它 的 详细 证 明了 .读者 欲 
知 其 详 , 建 议 查阅 实 变 函 数论 专 书 ， 最 后 我 们 指出 , 逐 项 
积分 定理 的 重要 拓 广 是 由 勤 贝 格 (五 , L. Lebesgue) 在 本 
世纪 之 初 作出 的 . 他 建立 的 一 般 逐 项 积分 定理 (又 名 “< 有 
界 收敛 定理 ” ) ,是 针对 可 测 函数 序列 作成 的 级 数 而 言 的 ， 
” 那 也 是 近 .现代 实 变 函 数论 中 的 主要 论题 之 一 .甚至 在 其 
贝 格 1904 年 出 版 的 《关于 积分 法 与 原 函 数 研 究 的 讲义 》 一 
书 里 , 曾 把 他 的 上 述 定理 看 成 为 他 的 全 部 理论 的 基石 ,其 
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重要 意义 可 想 而 知 ， 


八 、 非 标准 分 析 大 意 


非 标准 分 析 是 1961 年 美国 数理 逻辑 学 家 人 A。 和 鲁 宾 还 
(A. Robinson) 开始 创立 的 一 门 新 的 分 析 学 . 他 在 1966 
年 出 版 的 《 非 标 准 分 析 》 一 书 ， 可 以 看 成 是 这 一 和 新 数学 
分 支 的 竟 基 性 著作 .此 书 于 1980 年 已 由 电 又 要 . 王 世 强 等 
完成 中 译本 ,由 科学 出 版 社 出 版 . 

20 多 年 来 , 非 标准 分 析 已 有 许多 发 展 .但 这 里 只 能 用 
很 得 的 篇 幅 ,就 其 基本 思想 方法 , 作 一 简略 介绍 ， 相信 读 
者 当 能 由 此 略 見 其 真 貌 . 

1. 一 点 历史 回顾 

由 分 析 学 发 展 史 我 们 知道 ,牛顿 、. 莱 布 尼 茨 创立 币 积 
分 时 曾 借 用 “无 限 小 "概念 . 但 是 他 俩 的 思维 背景 和 思路 
是 很 不 相同 的 ,牛顿 的 创造 性 思想 背景 是 力学 . 所 以 他 
始终 坚持 了 变量 的 连续 性 特征 . 而 莱 布 尼 菊 在 哲学 上 有 
他 一 套 “ 单 子 论 " 宇宙 i 观 .所 以 在 建立 微 积 分 时 ,他 矢 有 意 
识 地 发 展 了 无 限 小 概念 ， 企 图 把 微 积 分 搞 成 真正 的 无 限 
小 分 析 , 而 上 且 在 心目 中 把 无 限 小 看 成 为 思维 中 的 “单子 ”. 
这 样 的 思想 方法 ， 就 促使 他 引进 了 特别 便于 应 用 的 记号 


dy、dx 和 记 法 32 等. 当然, 这些 记号 的 精确 含义 ,还 是 


等 到 极限 论 出 来 后 , 才 变 得 元 全 明确 的 . 
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正 因为 实数 是 满足 阿 基 米 德 (Archimedes) 公理 的 ， 
即 ^ 设 0<a<b, 总 存在 自然 数 n， 使 得 na>b." 但 无 限 
小 的 任何 整数 倍 还 是 无 限 小 ,不 可 能 大 于 任何 正 实数 ,所 
以 无 限 小 并 非 通常 的 实数 . 换言之， 实数 域 R( 以 前 记 
为 用 ) 中 并 不 存在 什么 “无 限 小 * . 因此 ,一 切 利用 无 限 小 
作为 推导 数学 命题 的 方式 ,都 是 没有 根据 的 ,自然 是 不 能 
令 人 信服 的 ， 又 何况 形式 上 用 无 限 小 进行 推理 时 还 会 产 ， 
生 自 相 和 矛盾 的 “ 悖 论 ? . 

所 以 ,自从 后 来 有 了 极限 论 作为 微 积 分 理论 基础 后 ， 
实际 上 无 限 小 就 被 废 黑 了 ， 以 致 如 有 人 再 想 用 无 限 小 进 
行 推理 时 ,甚至 被 认为 开 “ 历 史 倒 车 " ， 可 是 ,又 不 可 否认 
分 析 学 中 确实 有 大 批 命题 借助 于 直观 上 的 无 限 小 ， 能 一 
眼看 到 底 . 至 少 , 应 用 无 限 小 概念 可 以 较 快 地 预见 到 许多 
客观 上 能 被 逻辑 地 证 实 的 结论 .因此 ,还 是 有 少数 独 具 臣 
眼 的 数学 家 (包括 晚年 时 期 的 希 尔 伯 特 (D. Hitbert)) ,都 
曾 设想 过 如 何 应 用 现代 数学 逻辑 成 就 ,使 当年 的 “ 莱 布 尼 
欧 之 梦 "在 新 的 合理 基础 上 重新 复活 .这 一 -历史 任务 , 终 
于 通过 和 鲁 宾 逊 及 其 后 继 者 的 努力 ,彻底 实现 了 . 

建立 非 标准 分 析 的 关键 问题 ， 就 是 如 何 把 标准 实数 
域 R 扩张 成 为 非 标准 数 域 *R， 使 得 那些 无 限 小 与 无 限 
大 (所 谓 “ 非 标准 实数 " ) 也 成 为 *R 中 的 合法 成 元, 从 而 
”可 以 进行 各 种 运算 . 固然 对 *R 来 说 ,不 能 再 要 求 它 保持 
阿 基 米 德 公理 了 .但 为 了 建立 分 析 学 , 却 必须 要 求 它 是 个 
有 序 域 . 所 以 *R 应 是 及 的 一 个 有 序 扩张 ,而 Rc*R 是 
个 真子 域 . 鲁 宾 示 的 重要 贡献 之 一 ,就 是 他 成 功 地 运用 模 
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”型 论 方法 , 示 明 了 构造 *R 模型 的 一 般 途 径 . 但 是 ， 他 使 
用 的 逻辑 工具 十 分 繁重 (例如 ,在 他 的 竟 基 性 著作 中 ， 差 
不 多 用 了 四 十 页 篇 幅 , 来 铺设 逻辑 框架 )， 这 就 正如 70 年 
代 法 国 数学 家 指出 的 ， 由 于 多 数 数 学 家 对 过 份 沉重 的 运 
辑 框架 不 感 兴趣 , 以 致 就 不 乐 愿 问津 非 标准 分 析 了 . 非 标 
准 分 析 至 今 在 国际 数学 界 尚 未 真正 次 及 ， 愁 怕 这 也 古 一 
个 主要 原因 . 

2. 非 标 准 分 析 的 特点 

就 实质 而 言 , 非 标准 分 析 与 标准 分 析 是 等 价 的 , 即 前 
者 所 能 证 明 的 命题 也 必 能 为 后 者 所 证 明 , 反 之 亦 然 .这 一 
事实 也 常常 成 为 不 乐意 学 习 非 标准 分 析 者 的 借口 . 事实 
上 , 非 标准 分 析 有 三 大 特点 是 很 值得 重视 的 ,一 是 非 标准 
数 域 *R 比 之 标准 实数 域 及 有 更 丰富 的 内 润 , 这 束 为 应 
用 上 提供 更 广阔 和 更 有 表现 力 的 空间 模式 . 二 是 在 分 析 
论证 与 计算 方式 上 , 它 比 标准 分 析 直 捷 了 当 些 .这 是 因为 
标准 分 析 采 用 的 极限 论 方法 是 分 两 步 走 的 方法 ， 即 先是 
逐步 近似 ， 然 后 再 完成 极限 过 程 ， 而 非 标准 分 析 直 接 使 
无 限 小 .无 限 大 等 广义 实数 参与 运算 , 故 本 质 上 是 一 步 走 
的 方法 . 因此 ,如 能 精通 此 种 方法 , 则 对 发 现 新 结果 将 会 
提供 方便 . 三 是 非 标准 区 间 的 无 限 小 分 划 具 有 貌似 离 黎 
化 的 性 质 ， 这 就 成 为 离散 数学 (如 组 合 数学 ) 技 巧 能 转移 
到 连续 数学 领域 的 一 个 桥梁 .而 这 一 过 滤 桥 梁 , 却 是 标准 
分 析 所 不 能 提供 的 . 正 是 这 些 特点 ,可 以 加 强人 们 对 哥 德 
尔 预言 的 信念 ， 即 非 标 准 分 析 必 将 成 为 “未 来 的 分 析 
学 ". 「 
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3. 关于 及 的 高 桥 模 型 

构造 非 标准 数 域 “R 模型 的 方法 很 多 .事实 上 ,为 建 
涝 非 标准 分 析 ， 只 需要 有 一 个 模型 就 够 了 ，1972 年 美国 
的 栖 。 奥 士 达 《Van Osdol) 在 《美国 数学 月 刊 》(Amer. 
Math. Monthly,79 巻 , 355 一 363 页 ) 上 发 表 了 一 篇 文章 ， 
文中 里 参照 日 本 数学 家 高 桥 (Takahashi) 的 思想 方法 ， 
具体 地 构造 了 一 个 较 特 殊 的 非 标 准 数 域 模 型 , 即 所 谓 “ 超 
第 ”"R” ,或 称 为 “高 构 模 型 * . 读者 只 需要 知道 集合 论 中 的 
偏 序 集 概念 和 “ 仓 氏 引 理 ”(Zorn’s Temma), 就 可 以 看 懂 
及 的 构造 方法 ,而 不 必 求 助 于 现代 数理 逻辑 工具 了 . 

为 使 推理 更 加 直观 简明 ， 可 借用 等 价 过 程 量 的 表述 
形式 来 介绍 超 每 "及 的 构造 方法 . 

试 考 虑 以 0,1,2,… 为 分 段 点 的 整 点 阶梯 函数 ， 

の (の ニタ 。。 Nin+1l, n€Z,, 
这 里 2 为 非 负 整数 集 ,{x,} 为 通常 的 标准 实数 序列 . 于 
是 ,由 x(t) 作 成 的 实数 集 : 
= て の (の 10<# ご で oo) 
就 叫 作 "过程 量 ` .特别 , 当 x(t) = x 一 0 (或 c) 时 ， 则 相 
应 的 过 程 量 X 叫 作 “ 趋 零 ”( 或 * 趋 无 穷 ? ) 过 程 量 . 又 ,如 
果 *( り =c (常数 ), 则 相应 的 人 % 称 为 常 过 程 量 ， 可 简 记 
为 5C. 关 于 过 程 量 之 间 的 加 、 减 . 乘 运算 可 定义 为 ， 
Y 之 = 人 2Z( 从 土 y( 有 10<t<co)， 
.= 人 (有 .9( 芒 10<ti<co}. 
只 须 规定 X 的 倒数 概念 , 即 可 定义 除法 .如 果 x(t)( 其 中 
0<ft<ce) 不 便 为 零 , 则 可 引入 如 下 的 整 点 阶梯 函数 y(t) 
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(其 中 0<t<%), 
0 ， w(t) =0 时: 
| WE wr v(t) 0 
由 此 引出 的 过 程 量 Y 即 可 定义 为 元 的 倒数 . 可 以 记 为 
=1/X. 

由 如 上 所 述 ， 相 信 读 者 已 能 想象 到 各 种 * 趋 零 ”过 程 
量 当 可 用 来 規定 元 限 小 的 概念 . 但 由 于 趋 零 速度 有 快 有 
慢 ,这 就 必须 把 一 切 趋 零 过 程 量 划分 为 许多 “等 价 类 ” ,使 
之 表现 许多 不 同 的 无 限 小 .换言之 ,各 个 无 限 小 都 要 由 相 
应 的 各 个 趋 零 过 程 量 的 等 价 类 来 代表 .这 样 ,利用 等 价 类 
概念 , 便 可 定义 非 标准 实数 一 一 无 限 小 . 当然 ,无 限 大 便 
可 通过 非 零 无 限 小 的 倒数 来 定义 ,它们 也 有 相应 的 过 程 
量 等 价 类 ， 一般 说 来 ,利用 一 般 过 程 景 的 等 价 类 , 便 可 以 
界定 广义 实数 ( 非 标准 实数 与 标准 实数 ) 的 概念 ,特别 , 常 
过 程 量 的 等 价 类 即 对 应 于 标准 实数 .因此 ,标准 实数 集 及 
也 就 成 为 广义 实数 集 *R 的 真子 集 了 . 

综 上 所 述 , 所 谓 “ 高 桥 模型 < 及 ”就 是 由 一 切 过 程 量 等 
价 类 〈x>( 即 广义 实数 ) 作 成 的 集合 , 即 "及 ={ 人 tx>. 当然 ， 
我 们 必须 要 求 *R 成 为 一 个 有 序数 域 . 因此 问题 归结 为 ， 
应 如 何 确立 “等 价 性 标准 ” ,使 之 符合 数学 分 析 的 需要 ?高 
桥 与 栖 。 奥 士 达 的 基本 思想 就 是 借用 “ 超 滤 集 ”(Uitra- 
filter ) 概 念 ， 来 规定 过 程 量 的 等 价 性 标准 ,以 及 它们 是 否 
具有 某 种 性 质 的 判别 标准 . 下 面 的 论题 属于 纯粹 抽象 模 
式 的 构造 分 析 , 读 者 如 感到 集合 论 方面 的 准备 知识 不 够 ， 
可 以 略 而 不 读 . 
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4. 超 滤 集 的 存在 性 

每 一 个 数列 {x,}={xo, xi, Xx;,…} 由 映射 ZR 
确定 . 如果 知道 赛 集 概念 ， 可 见 {x,} 便 是 每 集 Rz 中 的 
一 成 元 . 显然 矫 集 R 中 的 一 切 成 元 也 就 确定 了 一 切 过 
程 量 ,这 是 因为 有 如 下 的 一 一 对 应 关系 ， 

ーー の > の (の <> (の),。 {2,} Rx 

ex,=f(n), y,.=g(n), mm = 有 2) 等 , 则 关于 过 程 量 匹 、 
》、Z 的 各 种 性 质 的 表述 ， 都 可 以 转化 为 对 f( み )、 7( ヵ )、 
h(n) 的 性 质 表述 .下 面 来 引进 滤 集 概念 . z 

假设 Z。 的 某 一 子 集 类 具有 下 列 三 条 性 质 ， 

1 空 集 儿 不 在 6 中. 

2 如 果 S1€ 5S、S,€ 6， 则 它们 的 交集 也 在 8 中 ， 即 
SifiS:e 5. 

3 如 果 SEs 且 SSTSEZ。 则 Tee. 

这 样 , 5 就 称 为 Z 上 的 一 个 “ 滤 集 ” . 

滤 集 的 俗名 叫 “漏斗 ” . 凡 泪 不 出 去 的 成 元 全 体 作 成 
的 集合 就 称 “ 滤 集 " .例如 上 而 的 性 质 3° 即 表明 ， 如 果 S 
泼 不 掉 , 则 比 它 大 的 T 也 漏 不 掉 . 只 有 性 质 2 顾 为 别致 ， 
所 要 求 凡尘 不 去 的 诸 成 元 之 交集 也 漏 不 去 . 又 由 性 质 1” - 
可 知 , 滤 集中 不 能 有 互 不 相交 的 成 元 . 

[ 例 ] ” 试 考虑 Z。 上 的 子 集 类 ， 

区 ={SISCGZo, ZNS = 有限 集 )、 

容易 验 明 多 是 Z。 上 的 濾 集 , 其 中 ZNS 表示 差 集 ( 余 
集 ). 

为 了 对 数列 {f(n)}、{g(n)} 的 属性 能 有 一 意 性 判 
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别 标准 ， 我 们 需要 对 Z。= { 吕 的 子 集 类 作成 的 许多 滤 集 
中 寻找 出 一 个 符合 下 列 条 件 的 尽 可 能 大 的 “ 超 滤 集 ， 

如 果 滤 集 人 具有 这 样 的 性 质 ， 对 Zo 的 每 一 子 集 5， 
或 者 是 SE 2 ,或 者 是 (Z。 ヽ S) 6 WH, 且 两 者 中 恰 有 一 者 
成 立 , 那 未 多 就 叫 作 “ 超 滤 集 ”， 

超 滤 集 就 是 这 样 的 滤 集 ， 凡 Zo。 中 的 子 集 要 么 在 该 
滤 集 中 ,要 么 其 余 集 在 滤 集 中 ,两 者 必 居 其 一 ， 现 在 我 们 
来 证 明 一 条 存在 性 定理 :“ 至 少 存在 一 个 Zeo 上 的 超 滤 集 ， 
以 为 其 子 集 .” | 

证 明 试 取 

各 = {11 ' 二 FF ' 为 Z。 上 的 滤 集 )， 

即 总 为 Z。 上 所 有 包含 的 滤 集 组 成 的 类 . 至 少儿 在 其 
由 , 故 贡 为 非 空 . 由 于 让 中 诸 滤 集 间 的 包含 关系 是 一 各 
偏 序 关系 , 并 且 及 中 任 一 上 升 的 链 ( 即 按 序 关系 逐步 增 
大 前 濾 集 序列 ) 在 中 中 都 有 上 界 ， 这 个 上 界 就 是 链 中 各 
项 ( 滤 集 ) 的 并 集 . 因此 , 根 据 “ 企 氏 引 理 ” 便 得 知 中 至 
少 存 在 一 个 极 大 元 2b( 即 它 不 是 中 任 何 元 的 子 集 ), 当 
然 它 本 身 是 个 滤 集 . 往 下 我 们 要 证 明 这 个 极 大 元 多 正好 
就 是 一 个 超 滤 集 . ー 

采用 反 证 法 .假设 2 不 是 超 滤 集 . 则 由 超 滤 集 定义 ， 
可 知 至 少 有 非 空子 集 SSZ。 使 S&2 是 (ZoNS) 2. 
这 时 ,我 们 将 能 证 明 , 必 存在 の 的 一 个 子 集 TE ,使 得 
SI アニ の ( 空 集 )， 同 理 ， 将 存在 另 一 子 集 T'& 使 得 
(ZNS)JnT' = 和 .既然 工 与 了 分别 和 8 及 NS 不 相交 ， 
则 自然 是 TEZANS,T'SS. 由 此 又 推 得 TnT = 包 和 2 
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注意 ab 本 身 是 个 滤 集 ,而 它 含有 名 ,这 显然 与 滤 集 性 质 1。 
相 予 盾 . 据 此 矛 盾 便 推 知 原 来 候 疫 不成立 . 故 必 用 超 
滤 集 ， 

现在 还 须 补 证 ， Se 2%， (ZS) を 多 条 件 下 , 必 有 
《 使 得 SI ア = の . 再 用 反 证 法 ,假定 5 和 名 的 各 成 
元 了 的 交集 都 非 空 . 试 取 

"= ェ イ イエ そ 2。,。 そつ ST の 対 某 條 TE UY 
可 证“” 也 是 一 个 滤 集 ， 因 为 SI アテ の , 故 滝 集 件 所 1* 
和 3 是 显然 具备 的 .这 里 只 须 验 明 性 质 2。 设 Xi E WU', 
で ， 要求 证明 XinXse 2 ， 事 实 上 ， 由 il 的 定 
尺 , 知 SS NT,, XS NT,, 了 Eco .注意 UU 至 少 
是 个 滤 集 , 故 知 TinTse 和 ,从 而 
XN TISNTI NGND) =SN PNP 

这 就 证 明了 XX,e 2. 又 因 7e っ 7 の 故に 
De 最 后 ,再 注意 SSST ア 。 故 Eco 但 SU, 因此 
滤 集 U' 真 大 于 2. 这 和 人 为 极 大 元 的 性 质 蔬 盾 , 补 证 
完成 .至 此 , 超 滤 集 存在 性 定理 便 完全 得 证 

注意 ,以 上 所 示 只 是 一 个 纯粹 存在 性 证 明 . 由 于 外 由 
| 司 以 有 许 许多 多 的 上 升 链 , 所 以 相应 的 极 大 元 ,也 即 超 滤 
集 ， 也 可 以 有 许 许多 多 .至 于 每 个 超 滤 集 的 具体 内 容 是 
“什么 ， 那 是 无 法 揭示 的 . 当然 它们 都 包含 有 用 事实 
上 ,为 建立 非 标 准 数 域 *R 的 模型 ， 只 要 有 一 个 超 滤 集 就 
够 用 了 . | 

5. 超 滤 集 的 作用 

入 要 先 定 一 个 超 滤 集 au， 就 可 用 它 来 规定 过 程 量 的 
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种 种 性 质 , 而 不 致 于 违反 逻辑 上 的 排 中 律 . 往 后 ,我 们 将 
一 律 采用 这 样 的 定义 : 设 有 过 程 量 Ye>{X,}，(n&€ 2Z0). 则 
称 该 过 程 量 具有 性 质 P, 当 且 似 当 

(wlz。 具有 性 质 了 了} € 5. 

为 说 明 这 个 定义 的 合理 性 ,可 以 举 一 个 简单 的 例 于 . 
比方 说 ，P 代表 一 实数 “是 正 的 "这 一 性 质 ， 假定 过 程 量 
を ex{。) 中 的 Xx, 对 一 切 充 分 大 的 编号 nw 人 恒 为 正 (也 即 
%。>0 上 只 要 当 n 很 大 时 ). 于 是 

{nls>0) EF EU. 
根据 上 述 定义 , 就 可 以 说 过程 量 % 是 正 的 "这 当然 是 
很 合理 的 . 
一 般 说 来 ,如 用 S、T 标记 如 下 两 个 整数 集 
S={n|ws 具有 属性 P}、 アダ = ェ ィ (lg。 不 具有 属性 个}， 

则 显然 有 SNT= 名 , SUT= Zz, 从 而 T=ZoNS,. 因此 ， 
根据 超 滤 集 2 的 本 性 ,要 么 SEE 经 ,要么 工人 经 ,两 者 中 
怡 有 一 者 成 立 .这 就 是 说 ,要 人 么 苞 具 有 属性 上, 和 要么 它 不 
具有 属性 P， 而 两 者 中 恰 有 一 者 为 真 . 由 此 可 了 见 排 中 律 
总 是 适用 的 .这 一 点 非常 重要 ， 否 则 在 以 多 为 判别 准则 
构成 的 数学 模型 (如 *R) 上 就 不 能 畅行 无 阻 地 进行 逻辑 
推理 了 . 

6. 等 价 性 概念 与 超大 有 

设 广 与 是 两 个 过 程 量 , 且 * つ (タナ ツナ .如 果 
{n|x, =y,} 人, 那 末 就 说 多 与 》 互 相等 价 , 记 作 多 =》. 

显然 ,如 上 规定 的 等 价 关 系 “ = 具有 反 身 性 .对 称 性 
与 传递 性 .这 样 ,就 可 以 按 等 价 关 系 把 及 “中 的 一 切 数列 
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进行 分 类 .例如 ,局 {% 小 等 价 的 全 体 数列 构成 的 类 可 以 记 
作 《x》. 由 于 {X,}X, 所 以 Cx> 也 就 代表 区 的 等 价 类 . 于 
是 ,所 谓 * 超 短 ”*R 就 是 由 一 切 过 程 量 的 等 价 类 <x> 作成 
的 集合 ,也 就 是 *R = {<x》}. 其 中 的 4x> 就 叫做 “广义 实 
数 ? . 

注意 ,一 个 等 价 类 《x>( 也 即 广义 实数 ) 可 以 由 一 个 过 
程 量 % 一 意 地 确定 .因此 ， 任何 一 个 等 价 类 <x》 可 以 把 它 
相应 的 一 个 这 作为 其 代表 .特别 ,对 应 于 常 过 程 量 6, 0。 
1 的 等 价 类 可 分 别 记 作 <a，《0?，《(1> ,等 等 、 为 简便 计 、 
也 可 用 a, 0, 1 等 等 来 代表 . 这 样 ， 由 所 有 常量 c 构成 
的 标准 实数 集 R= {c} 便 可 以 看 成 是 嵌入 在 *RR 内 的 一 个 
真子 集 . 

7. 二 分 律 及 其 验证 

让 我 们 来 规定 *R 中 成 元 ( 即 广义 实数 ) 之 间 的 大 小 
关系 :对 于 “R 中 的 (xy 与 7 >， 如 果 {n|x,<y,}& 2, 那 
末 就 規定 <*> < <y》, 并 称 <x》 小 于 或 等 于 Cy、 

所 谓 Cx> 天 《y>, 意 即 指 (zlx テッ y.) E 2 特别 , 如 果 
《xs > 且 人 xX> 关 人 ?>， 则 记 作 《xy><yy 事实 上 这 是 因 
为 (根据 滤 集 性 质 2°) 

(nls gs} DN nls ys)} {no < ED 
三 分 律 就 是 这 样 一 个 命 顾 ;“ 对 *R 中 的 任何 《xy 与 
《y? ,在 下 列 三 式 中 
《Zy》 本 〈⑫2。 《2><< 《yy ， 《4Y> て くみ > 。 
有 是 具有 一 式 成立 ." 
正明 考虑 如 下 三 个 集合 (Z。 的 子 集 ), 
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= て 12。 ニ の ナッ = ニ イ て 2 で ダナ) GG={n Yon}, 
只 有 证 明 E, 工 , G 中 有 且 只 有 一 个 在 多 中 就 可 以 了 . 首 
先 ， 在 标准 数 域 及 中 三 分 律 自然 是 成 立 的 ， 即 关系 式 
*。 ニ ツー ズル て ツア ツテ 。 三 者 中 恰 有 一 者 成 立 . 因此 
EULUYUG=Z,,H 

ENL=ENG=LNG= gg ( 空 集 ). 

今 证 已, 工 ,，C 中 至 少 有 一 个 是 属于 多 的 倘若 三 在 妈 
中 , 则 结论 已 真 . 否则 ,如 果 五 儿 , 则 因 色 为 超 滤 集 , 故 
Zo\NE=LUGEU， 此 时 ,车 L€ 多, 则 结论 已 真 . 否则 
LEU， 则 Zo 必 L=EUGE 人 AU， 于 是 ， 由 滤 集 性 质 , 知 
(EUG)nCEUG) =GES.、 这 表明 五 、 工 、G 三 者 中 至 
少 有 一 个 属于 经 ， 

又 如 果 EE, 工 , G 中 有 某 两 者 都 属于 纪 , 则 按 滤 集 性 
质 , 其 交集 ( 即 空 集 乡 ) 也 将 属于 儿 . 这 当然 是 不 可 能 的 ， 
因此 E, L, G 中 恰 有 一 者 在 纪 中 ,命题 获 证 ， 

至 此 ,我 们 已 验 明 超 竹 *R 是 一 个 有 序 集 . 

8. 作为 有 序 域 的 -及 

対 *R 中 的 元 素 , 可 规定 加 \ 减 、 乘 运算 如 下 ， 

く < の > + 《Y= 《T+ = T+ = +Y, 
《WY LY = 《TY = 《TY = (vy). 
容易 看 出 ， 在 这 样 定 义 之 下 的 加 法 与 乘法 ， 是 满足 交换 
律 、 结 合 律 和 分 配 律 的 又 《0>，。<1? 和 < - x> 分 别 是 加 法 
零 元 素 .乘法 单位 元 素 和 《x> 的 关于 加 法 的 逆 元 素 ， 至 于 
关于 乘法 的 逆 元 ,也 不 难 定义 . 今 设 《Xx》 关 《<0>, 即 {n|x, 关 
0}€ ,于 是 ， 由 过 程 量 % 的 倒 数 タダ =1/ デ = ダ “引出 的 
75 


等 价 类 C3》= < を や) = < で > ， 便 可 规定 为 (xy> 的 道 元 ， 即 
《X> ユニ < く タ > = ミ く や 这 显然 是 合理 的 ， 因 为 xy。 xy>-: 
= XI YY = く ダ アッ = く ダ を さく = 《1 

综 上 所 述 ,可 知 *R 成 为 一 个 具有 四 则 运算 并 日 满足 
三 分 律 的 有 序 域 . 这 灰 是 按 高 桥 思 想 构 造 出 来 的 广义 数 
域 模型 ， 而 标准 数 域 R = {<c>》} 作 成 *R 的 一 个 子 域 . 往 
后 ,就 称 *R 为 非 标准 数 域 . 

9.“R 中 的 非 标准 实数 

可 以 对 *R 中 的 元 素 引 进 绝对 值 的 概念 ， 

《人 >， | 《AZ> 之 《0> 时 ， 

-~ 《72， 当 《Z><《0> 时 、。 

为 了 写法 简便 ,今后 一 律 把 Cxy， “77> 等 记 为 x, y 等 。 央 
而 |<x>| 也 可 简 记 为 |x|. 

无 限 大 与 无 限 小 便 是 *R 中 的 “ 非 标准 实数 ,其 精确 
定义 是 : 设 x€E*R， 如 果 对 任意 的 正 实数 +， 总 成 立 着 不 
等 式 关系 |x|<r, 则 称 x 为 无 限 小 又 如 果 对 任意 的 正 
实数 ”, 总 有 |xj >r, 则 称 x 为 无 限 大 .假如 存在 一 个 男 
定 正 数 >, 使 得 |x| <r, 则 称 x 为 有限 数 . 凡 无 限 小 、 无 
限 大 以 及 标准 实数 与 无 限 小 之 和 ,都 称 为 非 标 准 实数 

读者 不 难 观察 到 ， 由 趋 零 过 程 量 及 趋 无穷 过 程 量 作 
成 的 等 价 类 (依照 多 所 定 标准 )， 正好 是 符合 上 述 定 义 的 
无 限 小 与 无 限 大 ， 特 别 ， 《0 或 简 记 为 0) 也 是 一 个 无 限 
人 小. 

10. 有 限 数 的 结构 定理 

凡是 "R 中 的 每 一 个 有 限 数 2。 都 可 以 唯一 地 表示 成 
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Ke の | =1 


这 样 的 形式 : 
x = 标准 实数 + 无 限 小 . 

这 里 所 说 的 标准 实数 ,是 指 子 域 R= {《c>} 中 的 常 过 程 量 
的 等 价 类 . 

证 明 设 a&€*R 是 有 限 数 ,我 们 要 证 明 @ 可以 表示 
成 a=r+e, 其 中 r€R 市 是 个 无 限 小 .为 此 目的 ,我 们 
来 考虑 下 述 集合 

A={vlz<a, TER). 

因为 @ 是 有 限 数 , 故 有 标准 实数 rek 及 ， 使 得 @ く r。、 因 
此 ,4 是 及 中 的 有 界 集 . 注意 ,由 一 一 对 应 4c>*e*c 可 知 
R = {<c》} 和 经 典 分 析 中 的 通常 实数 域 是 同 构 的 , 所 以 人 
必 有 上 秦 界 d= supA， 于 是 | -dd| 或 为 标准 实数 , 或 为 
非 标准 实数 . 

(1) 若 |& -dl 是 标准 实数 , 即 |jc-d| =heR, 则 @ 一 
d= 土 h, 也 妈 @=(@ 土 )+0。 0 也 是 无 限 小 . 故 定理 成 
EY 湖 

(2) 车 le -dl 是非 标 准 数 ， 则 可 断言 & 一 4 为 无 限 
小 .假如 不 然 , 设 ia 一 d| 不 是 无 限 小 ， 则 必 存 在 菏 个 正 
涛 heR 使 |a-d|>h. 于 是 可 分 两 种 情形 ， 

(i) g-d>h, 这 时 a>d+h, 故 d+heA. 这 说 明 d 
不 是 4 的 上 确 界 ,矛盾 . 

(ii) 4-g>h, 这 时 4-h>a. 这 也 与 4d 是 A 的 上 
确 界 相 矛 盾 . 

因此 &-d 是 无 限 小 . 于 是 =d+(c-d) 便 是 所 
要 求 的 表达 式 〈 最 后 用 反 证 法 还 可 验 明 表 达 式 的 唯一 
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性 ). 故 定理 得 证 . 

11. 有 限 数 的 标准 部 分 

由 结构 定理 ， 知 *R 中 的 有 限 数 a 均 可 表 成 标准 实 
数 与 无 限 小 之 和 ， 即 ( 

x= g 十 8。 "gER,s 为 无 限 小 ， 

式 中 的 标准 实数 “& 就 叫 作 a 的 “标准 部 分 ” ， 有 时 也 记 
作 st(c). (st 是 standard part 一 词 的 缩写 . ) 特 别 ,c 本 
吴 为 标准 实数 时 , 则 "ca = c. 

容易 验 明 , 対 *R 中 的 任意 有限 数 g、8 等 ， 我 们 有 
下 列 简 单 等 式 

“(a +B)= "gw 78,。 “(a—B)=°a-°8, 


“(og.B) = "a.°B, (§)=(8 个 是 无 限 小 )， 


特别 ,任何 无 限 小 e 的 标准 部 分 都 为 零 , 即 “2 =0. 对 无 
限 大 ,一 般 不 定义 标准 部 分 . 

如 果 我 们 取 x, =n, ne Z。， 则 过 程 量 XO{n} 的 等 
价 类 可 记 作 @ = <X>. 这 是 *RNR 中 的 一 个 无 限 大 自然 
数 . 显然 ，na( 这 里 n€ 2,), の! ニ の < の 」。 の "= の ・ の ・ の 。…・ 
等 也 都 是 无 限 大 目 然 数 ,又 可 叫 作 “ 非 标准 自然 数 ”， 全 体 
无 限 大 自然 数 作 成 集合 *Z, 它 是 *R、R 的 子 集 . 通常 把 
の 叫 作 乙 中 最 小 的 无 限 大 自然 数 ， 自 然 ， = 1/@ 便 是 
一 个 无 限 小 . 

”以 上 我 们 已 经 用 了 较 多 篇 四 讨论 了 非 标 准 数 域 *R 
(高 桥 模型 ) 的 构造 . 这 是 极为 有 用 的 ， 因 为 有 了 这 样 一 
个 包含 着 非 标准 实数 的 有 序 域 ， 就 可 以 在 其 上 建立 非 标 
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准 微 积分 了 . 
12. 牛顿 ` 流 数 术 "的 重新 解释 

在 前 面 (本 书 第 2 页 ) 我 们 曾 以 函数 f(t?) =f 的 求 微 

商 为 例 , 说 明了 牛顿 的 流 数 术 . 现 在 我 们 采用 非 标准 分 析 
法 ,首先 ， 必 须 把 函数 关系 (或 喘 射 ) 1:RPR 拓 广 到 *R 
上 ， 即 必须 考虑 扩张 后 的 函数 *f: *Rm>*R. 具体 写 出 来 
就 是 "fC*t) =*t，(*tE* 有 R), 记 “(*t)= 旭 又 令 8 为 无 限 
小 (可 正 可 负 ). 于 是 了 对 上 的 微 商 即 可 由 如 下 所 示 的 标 
准 部 分 得 出 ， 
( 人 


= 一 (2.2fTSB7 一 28 


显然 ,牛顿 的 演算 过 程 在 形式 上 与 此 雷同 .不 过 当时 在 他 
心 上 月 中 并 没有 非 标准 数 的 概念 ， 他 更 不 会 知道 非 标准 数 
也 可 成 为 数 域 中 的 元 素 ， 

13. 扩张 与 对 应 置换 

为 了 保证 非 标 准 分 析 方 法 能 用 以 处 理 标准 分 析 中 的 
各 种 问题 ,就 必须 示 明 R 上 的 一 切 数学 分 析 “ 陈 述 ? 都 可 
置换 成 及 上 的 相应 “陈述 ”, 而且 置换 前 后 的 陈述 的 真 假 
性 是 一 致 的 .这 一 原则 称 为 < 对 应 原理 * , 它 是 由 重 宾 进 首 
先 提出 的 . 现今 我 们 已 经 有 了 一 个 直观 上 比较 显明 的 数 
域 模型 *R (高 桥 模 型 )， 因 而 在 其 上 引入 扩张 与 对 应 置 
换 ,其 合理 性 也 是 相当 明显 的 . 以 下 所 述 对 应 规则 , 均 可 
“作为 定义 看 待 . 

首先 ,我们 把 R 中 的 每 一 实数 a 都 看 成 是 常 过 程 量 
的 等 价 类 《a> , 记 作 “4, 于 是 R 中 的 a 便 扩 展 或 置换 成 *R 
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中 的 “4a, 其 对 应 置换 关系 可 记 作 ae*a 
“区 间 扩 张 " :给 定 及 中 的 每 一 -区间 (a， b), 对 应 地 ， 
可 把 它 扩张 成 为 *R 中 的 区 间 *(a, b) = (*a，*b)， 其 对 
应 置换 关系 可 记 作 (a, b)o*(a, b)， 显然 ，(a, b) 可 以 
看 作 是 幅 入 在 *(a, b) 中 的 子 集合 . 同 理 。R 中 的 闭 区 间 
[a,b] 可 以 置换 成 *R 中 的 *[a, b] = [*a, * ち ] . 
半数 扩张 ”" ， 给 定 标准 函数 上: R 一 有 ,可 以 对 应 地 扩 
张 成 为 非 标准 函数 *f: *R つ *R, 使 得 当 xcR 时 f(x) 
= 人 K%). 扩张 的 办 法 是 这 样 的 ， 邻 和 为 由 整 瓜 叭 梯 函 
数 X(t) ニル れれ すぐ れ 十 1 。 n€ Zo 确定 的 过 程 量 , 即 
Y={T( 芒 10<t<coy， 
相应 地 可 定义 f(X) = {f(x(t))|0<t<o0}. 显然 它 还 是 
一 个 阶梯 式 的 过 程 量 ， 因 为 f(x(t)) 仍 是 t 的 整 点 阶梯 
員数 . 今 将 过 程 量 f(%) 的 等 价 类 <f()、 记 作 “1(<x>), 
即 
げ ( く >) ニ く げ ( る ))。 
其 中 《x 是 多 的 等 价 类 . 不 难 验 明 ， 这 个 定义 实际 上 由 
“X> 一 意 确定 ,而 和 类 中 的 节 的 选取 无 关 . 
特别 地 ， 如 果 让 <x) 遍 取 *(a, b) 中 的 全 体 元 素 ， 风 
“了 (XX>): *(a, D)r>*R， 可 以 证 明 ， 这 地 就 是 标准 函数 
f(a, DPR 在 *(a, b) 上 的 一 个 扩张 . 就 是 说 , 当 x& (a， 
b) 时 “f(x) =f(z). 为 看 出 这 一 点 ， 只 须 注 意 常 过 程 量 
《2> 可 记 作 c. 事实 上 ， 当 常量 xE(e,D) 时 ， 邱 有 “ fx) 
= ニナ 7( く %>) = Cf(X)> = f(x)> = f(xy. 
关系 扩张 " :如 上 所 示 的 函数 扩张 ， 可 以 拓 广 到 一 
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般 关 系 的 扩张 . 即 对 于 R 上 的 每 一 个 元 关系 A(Xi,…， 
Xx,)， 总 可 扩张 成 *R 上 的 一 个 对 应 的 关系 “A (xi，…， 
Xx,)， 使 得 当 各 个 xX, ER 时 (i =1。 …。 n), “A 与 A4 相 
同 ,也 即 在 好 上 有 *A(xi，…，Xs) =A(X，…，Xo) . 

以 后 , 当 我 们 说 到 在 及 上 考虑 "时 , 意 即 指 有 关 的 
数学 分 析 陈 述 (或 问题 ) 已 经 过 扩张 置换 ， 变 换 成 非 标准 
分 析 的 对 应 陈述 (或 问题 )， 又 为 了 简便 ， 凡 扩张 后 的 实 
数 . 点. 区间、 函数 .关系 等 左上 肩 的 * 号 都 一 律 省略 .( 具 
要 记 住 对 应 置换 后 它们 已 不 是 R 上 的 対象 .) 

14. 微 商 概念 z 

给 定 实 变 函数 RR, 并 取 定 一 点 %o で 長 . 在 "RR 
上 考虑 ， 令 e 为 无 限 小 ， 如 果 下 述 标准 部 分 为 一 有 限 实 
数 : 


( -+ ape 


则 称 了 在 Xx。 点 可 微 , 而 了 (xo) 便 是 了 在 *。 点 的 导数 . 

显然 ,在 如 上 的 导数 概念 中 ,已 经 包含 着 导数 的 非 标 
准 算法 .从 形式 算法 观点 看 , 它 是 和 牛顿 的 流 数 术 一 模 一 
样 的 ， 如 果 记 = dx, 则 了 (xo)8 = 了 (Xo)dx 就 可 作为 第 
分 df(xo) 的 定义 .关于 标准 微分 学 中 的 许多 公式 和 定理 ， 
当然 都 有 相应 的 非 标 准 分 析 的 陈述 形式 ， 这 里 就 不 列举 
了 . 

15. 等 和 原理 

初等 积分 学 中 的 杜 哈 美 (J. M.C.Duhamel) 原 理 ,在 
非 标 准 分 析 中 的 对 应 物 叫 作 “等 和 原理 ”， 它 对 处 理 无 穷 
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小 求 和 问题 非常 有 用 ， 

一 对 及 中 的 任意 两 个 数 c 与 8， 如 时 它们 相差 一 个 
无 限 小 , 则 称 & 与 8 彼此 无 限 接 近 ， 记 作 0 二 B. 显然 ， 
凡 无 限 小 都 无 限 接近 于 零 . 下 面 我 们 要 用 到 无 限 大 自然 
数 の . 

“等 和 原理 *”， 假设 在 *R 上 有 两 个 正 的 无 限 小 数列 
の Oa, …。 の は 。 {0!, 0s, ..., の 。 


它们 的 各 项 之 问 有 等 价 关系 -0 ~1( 其 中 j=1,.…,@), 且 


0 =0,+0,+…+0,=1 (有 限 数 ) 


又 设 {71, ?了 s，…， Fe 和 …，r.} 是 两 个 有 界 数 列 ， 
各 项 之 间 有 关系 六 rm ( 其 中 j=1,.…， @). 那 末 成 立 如 
下 的 等 和 关系 ， 

> り の と の の 即 (Br0)= (B60). 

这 个 原理 的 证 明 是 不 难 的 ,这 里 从 略 . 在 应 用 此 原理 
验证 定 积分 的 存在 一 意 性 时 ， 往往 只 用 它 的 特 款 9 = の 
( 正 无 限 小 ) 的 情形 . z : 

16. 积分 概念 及 积分 学 基本 定理 

这 里 我 们 上 只 以 连续 函数 的 积分 为 例 ， 来 表明 非 标 准 
分 析 方 法 的 特色 . 设 给 定 一 个 连续 函数 1 [a， 引 玉民 , 今 
在 "RR 上 考虑 问题 ,任意 取 [a,D] 的 无 限 小 划分 方式 

2。 ニ イ g =2。 て の で … で み 。 ニ 0) 。 
其 中 p,= (XxX; 一 X;-1) 都 是 无 限 小 (j = 1, 2。 …。 の )。 再任 
意 选 定 各 点 Ss € [Xj_1, Xj]. 于 是 ,下 列 数值 
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(る FE (or 一 mm- 


是 一 意 确 定 的 ,就 是 说 , 它 和 区 间 的 无 限 小 划分 方式 A. 及 
选 点 & 的 方式 都 无 关 . 这 个 一 意 确 定 的 数值 , 便 定 义 为 了 
在 [a, 5] 上 的 定 积分 , 即 


| 7 の = ( 2 げ ( と ,) (るー っ) )、 


上 述 积分 的 存在 一 意 性 ,可 以 用 等 和 原理 来 证 明 , 此 
处 不 细 说 了 .下 面 我 们 来 证 明 牛 顿 与 莱 布 尼 茨 的 公式 ( 积 
分 学 基本 定理 ) 


| の q = (5) — F(a), 


这 里 F(x) 是 f(x) 的 原 函 数 , 即 F'(Xx)=f(Xx), (og て で 
b). 

”证 明 因为 积分 值 是 一 意 确定 的 ， 不 妨 束 取 一 个 等 
距 的 无 限 小 划分 方式 Ao, 其 中 Xx;=a+(j/@)(b 一 a)， 
(j=1, 2,…, の ). 记 X/--X1=(b-a)/@=dx. 于 是 ， 
根据 导数 的 定义 ,并 借助 于 等 和 原理 , 便 得 到 

が (の) — Fo) = Fv) — F(T,) 

= (Fm)— (の 。)) + (Fv) — が (の 。 ) ) 
+ + (Fs) — PF (の 。。) ) 


pF Fy,) ーー de 十 [a 十 。， 
六 一 の 。 ジュー VL 
内 ( ダ ( タ の 。) — Eve) )w 
Vo Ti 
(vdrt+ (va +t .+ H(i) dn 
有 f (v1) dw 


$3 


~ 名 f(z dr 
~| fw)ar. 


再 注意 ,两 个 标准 实数 无 限 接近 必然 相等 ,这 样 就 得 到 所 
要 证 明 的 公式 .定理 得 证 . 

由 十 可 以 看 出 , 正 因为 数 域 及 的 建立 过 程 早已 经 把 
极限 概念 融化 进去 了 ,所 以 只 要 在 "及 上 考虑 问题 ， 就 可 
以 直接 使 非 标 准 数 (无 限 小 与 无 限 大 ) 合 加 运算 ， 从 而 也 
就 无 需 再 施加 极限 手续 了 . 这 显然 是 非 标 准 分 析 方 法 的 
重要 特色 . 事实 上 ,向 积分 中 有 大 量 问 题 , 按 非 标准 分 析 
法 来 处 理 都 显得 简捷 明快 .读者 如 欲 了 解 更 多 题材 ,建议 
阅读 曾 宾 逊 的 原著 . 


